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ELŐSZÓ 


Könyvünkkel a többváltozós függvények és a vektoranalí- 
zis témakörével ismerkedő Olvasók számára kívántunk segítsé- 
get nyújtani. Olvasóinkról feltételezzük az egyváltozós függvé- 
nyek analízisének és a vektoralgebrának bizonyos szintű isme- 
retét. 

Könyvünk felépítése a Bolyai-sorozat első kiadott köny- 
veinek felépítését követi. A rövid elméleti bevezetők során csak 
arra törekedtünk, hogy a lényegesebb fogalmakat definiáljuk, a 
fontosabb tételeket (bizonyítás nélkül) kimondjuk. A feladatok 
során igyekeztünk e tételek szükséges és elégséges feltételeit 
megvilágítani. Sok olyan feladatot is talál OIlvasónk, amelyek 
a gyakorlati felhasználás lehetőségeire utalnak — a fizikai látás- 
mód igényével —, bár e területen sem törekedhettünk teljes- 
ségre. 

Reméljük, hogy könyvünk elérte célját, sikerült az Olvasó- 
ban a témakör mélyebb megismerése utáni vágyat felébreszteni 
és az alkalmazáshoz szükséges alapvető ismereteket megadni. 

Végül köszönjük a lektornak rendkívül nagy segítséget je- 
lentő, minden részletre kiterjedő munkáját. 

A szerzők 


I. KOORDINÁTA-RENDSZEREK 


A feladatok megoldása során leggyakrabban a térbeli 
Descartes-féle derékszögű koordináta-rendszert fogjuk alkal- 
mazni, amelynek egymásra merőleges tengelyei jobbrendszert 
alkotnak (1. ábra). 





1. ábra 


Egy tetszőleges P pont helyzete egyértelműen jellemezhető 
egy valós számokból álló rendezett számhármassal. Ha felvesz- 
szük a tengelyek irányába mutató í, j, k egységvektorokat, ak- 


kor a P pont ÖP-helyvektora a következőképpen írható fel: 
OP— xi4-yj--zk. 


Természetesen ec koordináta-rendszer mellett a feladat jellegé- 
nek megfelelően más koordinátákat is alkalmazunk. 


Bizonyos esetekben (pl. kétváltozós függvények határérté- 
kének meghatározásánál, síkbeli tartományok megadásánál stb.) 
célszerű a síkbeli polárkoordináták alkalmazása. A. sík pontjait 
ekkor az origótól való távolsággal és az x tengely pozitív irá- 
nyával bezárt szöggel jellemezzük (2. ábra). 





2. ábra 


Ha apreagp€ 7 ; 5. megszorítást tesszük, akkor a 


transzformáció, az origó kivételével, kölcsönösen egyértelmű. 
A 2. ábráról leolvashatjuk, hogy 


XZETCOSY 
y-rsing, 
az inverz transzformáció pedig 
re Vxii-y? 
arctg a ; ha x0 
arctg 5 TT, ha x-c0 
PÁ . 
FI ; ha x—0 és y:-r0 
It 
— ha x—0 és p-—0. 


Az origó esetén p nem egyértelmű. 
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4. Ábra 


A tér pontjait hengerkoordinátákkal is jellemezhetjük, és 
ekkor a pont helyzete a pont xy síkra való vetületének polár- 
koordinátáival és a pont xy síktól való távolságával adható meg 
(3. ábra). A z tengely pontjaiban p nem egyértelmű. 


. . Használni fogjuk a gömbi koordinátákat (térbeli polárkoor- 
dinátákat) is : 
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Egy tetszőleges P pont helyzetét az öP vektor abszolút ér- 
tékével, e vektornak a z tengely pozitív irányával bezárt szögé- 
vel, valamint az oP (ahol P" a P pont xy síkra vett merőleges 
vetülete) és az x tengely pozitív irányával bezárt szögével jeile- 
mezzük (4. ábra). (gp, ő jelentése a földgömbön szokásos hosz- 
szúsági, III. szélességi körhöz hasonló, ha az északi sarkot te- 
kintjük a 0. szélességi körnek.) 

A 4. ábráról láthatóan : 


x-rcosgsin 6, 
ysrsingsin Ü, 
z-F cos ü. 


(A hengerkoordinátákhoz hasonlóan a z tengely pontjaiban p 


nem egyértelmű.) , , 
Esetenként (pl. felületek tárgyalásánál) az előzőektől eltérő 


koordinátákat is bevezetünk. 
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II. KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK 


1. A kétváltozós függvények értelmezési tartománya 


A többváltozós függvények témakörében elsőként a kétvál- 
tozós valós függvényekkel foglalkozunk. Mint a bevezetőben is 
említettük, sem itt, sem más fejezetekben nem törekedhettünk 
az elméleti alapok részletes tárgyalására, csak a leglényegesebb 
fogalmakat emeltük ki. 

Definícióink r-változós esetre is könnyen általánosíthatók, 
Elsőként RX R— R? részhalmazainak néhány tulajdonságát de- 
finiáljuk, amelyek e fejezetben, ill. a későbbiekben szükségesek 
lesznek, 

Egy PER? pont r sugarú (r:0) környezetét azok a P pon- 
tok alkotják, amelyekre 


IP,Pl-r, 
tehát: 
Kp, 7 (PER: IIPoPl-rh. 


A PF, pont egy DC R? halmaz torlódási pontja, ha minden kör- 
nyezetében végtelen sok D-hez tartozó pont van. 

A F, pont egy DC R? halmaz határpontja, ha P, minden 
környezetében van D-hez és RAD-hez tartozó pont is. A határ- 
pontok halmaza BD határát alkotja. Ha D minden határpontját 
tartalmazza, zárt halmazról, ha egyet sem, nyilt halmazról be- 
szélünk. (Mindkét tulajdonság igen speciális ; a halmazok nagy 
része se nem nyilt, se nem zárt!) 

A BD halmaz korlátos, ha létezik az origónak olyan véges 
r sugarú környezete, hogy 


DcK, CR. 


A korlátos, zárt halmazt kompakt halmaznak nevezzük.) 
Az f függvény kétváltozós valós füeggyény, ha értelmezési 
tartománya a valós számsíknak, tehát R?-nek részhalmaza, kép- 
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halmaza pedig R : 
f:D--R DER. 

fértelmezési tartománya tehát az xy sik részhalmaza, azaz : 
f:Gyrfüsy)  — C.yjeD ER, 


tehát a D, halmaz minden pontjához (más szóval az € pontba 
mutató helyvektorhoz) egy-egy valós számot rendelünk hozzá. 

A. függvény csak értelmezési tartományával együtt adha- 
tó meg. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg Rinek azt a legbővebb részhalmazát, 


amelyen az 


l 
x2tyt—1 
kifejezés értelmezhető ! 


Mivel a tört nevezője nulla nem lehet, ezért a kiféjezés nem értelmez- 
hető az x2ty-— 1 kör pontjaiban. 
Az értelmezési tartomány Így : 


(x,y ln 2) hat tyé s 14. 
Megjegyzés : Az ezen a halmazon értelmezett 
1 
F:€x, DET i 
függvény graükonját az 


xeéR—1; 13 


Hl al e ai 





j1 
x7—1 
függvény erafikonjának z tengely körüli forgatásával származtathatjuk (5. 
ábra). 


14 





2. R" mely részhalmazán értelmezhető a 


Vay, 
111. az 

in 62—y) 
kifejezés? 


a) Mivel a négyzetgyök alatt csak nemnegatív szám állhat, így az 
. x4—-ysg, 
azaz 
x.y 
egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. 
Az értelmezési tartomány tehát : 
D-((x, ye Rég xzyk 
Ezt a zárt, nem Korlátos halmazt a 6. ábrán vonalkázással jelöltük. 


b) In(x2—y) esetén az értelmezési tartomány nyílt halmaz, hiszen D 
határpontjai, amelyekre vy—a?, nem tartoznak e halmazba. 
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y uex2 


1—— 
Arr— 
kt EM 


ó. ábra 


3. Határozza meg R?-nek azt a legbővebb részhalmazát, 
amelyen az 
1 
arcsin (Vx"ty"—2) 


kifejezés értelmezhető ! 





Mivel s2-y2s0 mindig teljesül, így az értelmezési tartomány meghatáro: 
zásakor két dolgot kell figyelembe vennünk : 
Egyrészt a nevező nem lehet nulla, tehát 


Kay 25tŰ, 


azaz 
xégyisiá, 
Másrészt, mivel az arcsín függvény értelmezési tartománya a 
1—1; 1] intervallum, így 
éryi—-as], 
amelyből 
1ex-rys9 


Az értelmezési tartomány tehát egy körgyűrű, amelyből az r—2 sugarú kör 
pontjai hiányoznak (7. ábra), 
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7. ábra 


D:(€pyeR2lisxtayieg, x24y zá) 
tehát korlátos, de nem zárt halmaz. 


4. Határozza meg R7-nek azt a legbővebb részhalmazát, 
amelyen az 3 


í 1 
——— ke 
Vxy VI—Ixiol 


kifejezés értelmezhető ! 


Külön-külön megállapítjuk a két tag értelmezési tartományát, majd 
vesszük ec két halmaz közös részét. 


Ji 
al! — akkor van értelmezve, ha xy:-0. Ez az első és a harmadik 
xy 
siknegyedben igaz, A tengelyek pontjai természetesen nem tartoznak bele 
a halmazba, hiszen azokra xy- 0. 
5) A második tagban 


legy] 1 
teljesülése szükséges, amely 
—1-zxty ÉS xt4tys1l 
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8. ábra 


együttes fennállását jelenti. Ez az 
ys1-x és y75-1l-x 


párhuzamos egyenesek közötti nyílt sáv. 
c) A közös megoldás a $- ábrán látható korlátos nyílt halmaz, a két 
részmegoldás közös része : 


Ds-((x, ye RÉ xy7ő, [e3-yl 1. 
5. R2 mely pontjaiban értelmezhető a 


227 
Ín cos ki 





kifejezés ? 
Mivel a négyzetgyök alatt csak nemnegatív szám állhat, így 
2ax 
Ín cos —zŰ, 
y 
amelyből az In függvény monotonítása miatt következik a 
2Ex 


cüs —— ze] 


egyenlőtlenség. 
A koszinuszfüggvény értéke viszont egynél nagyobb nem lehet, tehát: 


2IEX 
c05—— sz. 
y 
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9. ábra 
Ez csak akkor teljesül, ha 


— e kőr, ahol kez. 


Az értelmezési tartomány tehát a 9. ábrán látható égyenessereg, amelyre 
xsfylyz0 kez 
(Az origó nem tartozik bele e tartományba !?) 


Megjegyzés: A kifejezés értéke a tartomány minden pontjában nulla, 
igy az 


27 j 
f:(xy)F V In cos 7 (e, ED 


függvény értékkészlete egyetlen elemből áll. 





6. Határozza meg R?-nek azt a legbővebb részhalmazát, 
amelyen a 


Vsirszx sin szy 


kifejezés értelmezhető ! 
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4 HNZAZ 
ZAZÁZ 
Bána 

4 V 
SZAZSZ 


10. ábra 








Mivel a négyzetgyők alatt negatív szám nem állhat, e 
sinzxxsinzyzű. 
Vizsgáljuk meg, mikor nulla ez a kifejezés! 
sin sx-b 
esetén 
nmx-kn kez, 
Azaz 
xzk. 


Az előjelváltási pontok tehát az egész koordinátájú helyeken vannak x és y 
esetén egyaránt. Mivel az egységnégyzetben mindkét tényező pozitív, Így 
az értelmezési tartornány a 10. ábrán látható sakktáblaszerű nemkorlátos 
zárt halmaz: 


D7f(x;yjeR$) sg sin zx—sg sin ny). 


7. Határozza meg, hogy R? mely legbővebb részhalmazán 
értelmezhető a 


Vz—x2—yt4 Vztx?4-y?—4 


kifejezés ! 
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11. ábra 


A zszxtgy 
ÉS a 
154—x?—yt—4—(2ry) 


egyenlőtlenségeknek egyszerre kell teljesülniük. 

Az első feltétel egy forgási paraboloid (1. a II.2. I. feladatát!) feletti 
pontokra teljesül — a határoló felület pontjait is beleértve. 

A második feltételnek megfelelő pontok egy fordított forgási parabo- 
load alatt helyezkednek el (11. ábra). 


Áz értelmezési tartomány c két halmaz közös része, korlátos zárt hai- 
maz: 


D:((xy, DER [rgy szsásxt—ya], 


Z. A kétváltozós függvények szemléltetése 


Az 
I: eyefiey) CyD ER 

kétváltozós függvény grafikonja a háromdimenziós térben a 
P- (íz, PV, 2)e R Izz f(x,y), (2, yeD 


halmaz. E pontok általában (de nem minden esetben) egy felü- 
letet alkotnak, 
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E felületet a z— f(x, y), (x, yje Dregyenlettel jellemezhetjük. 

Szemléltetése történhet a felületnek a koordinátasíkokkal 
párhuzamos sikokkal! való metszésvonalai alapján szerkesztett 
axonometrikus képpel. A másik szemléltetési mód — a térkép 
készítéséhez hasonlóan —- a zzállandó sikokkal történő met- 
szésvonalaknak (az ún. szintvanalaknak) az xy síkba történő 
vetítése. 

A gyakorló feladatok során mindkét ábrázolási módra mu- 
tatunk példát. 

Háromváltozós függvények esetén a szemléltetésre csak a 
szintvonalas szemléltetési mód általánosítása, a szintfelületekkel 
történő szemléltetés kínálkozik. Ennek lényege : azfix, y, zysál- 
landó egyenlettel jellemzett szintfelületeket ábrázoljuk, paramé- 
terként feltüntetve a függvényértéket. 


Gyakorló feladatok 


1. Szemléltesse az 


fa yexstty  (x,mjeR 
függvényt ! 


a) Végezzük először a szemléltetést a koordinátasíkokkal való met- 
szetek alapján! 
Ha a 


zszxigyt 


felületet elmetsszük a zy sikkal, amelynek egyenlete x—Ű, akkor a metszet- 
görbe a zzy parabola, Hasonlóan a zx síkkal való metszéskor is parabola 
a metszésvonal. 

Az xy síkkal párhuzamos síkkal történő metszés csetén tehát, ha 


zart: 
rex ty, 
a metszésvonal egy r sugarú kör. A felület tehát a zzxíxéR parabola z 
tengely körüli forgatásával adódó forgási paraboloid (12. ábra). 
b) Ugyanezt a felületet szemléltethetjük a szintvonalas ábrázolási 
móddal is. 
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13. ábra 


Az a) részben láttuk, hogy az xy síkkal párhozamos síkokkal való 
metszésvonalak körök. E metszésvonalakat az alapsikra vetítve kapjuk a 
felület szintvonalas képét (13. ábra). (A vonalakon a z pararnéter, a , rma- 
gasság" értékeit adja meg.) 
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c) Sok esetben szükséges az előző szintvonalas képről zx síkbeli, ill. 
ezzel párhuzamos síkbeli metszét képét előállítani, amelyekben y a paramé- 
ter. E metszésvonalak pontjait megkaphatjuk, ha a szintvonalak ys-c 
(c állandó) pontjait ábrázoljuk az xz síkon (14. ábra). 





14. ábra 


2. Szemléltesse a 
z-éry (yek 
egyenlettel jellemzett felületet ! 


Ha a felületet elmetsszük az x—Ú egyenletű yz sikkal, a metszésvonai 
x-yt, azaz két egyenes : 


z—y, — ill.  27-—y. 


Hasonlóan az xz síkkal való metszéskor is két egyenest kamink. 
Az xy sikkal párhuzamos sikmetszet, amelyben 2—r, ahol  konsjans, 


az rr—-xégyi kör. 
A felület tehát egy kettőskúp (15. ábra). 
Megjegyzés: F. felület az 
H:CeGy evet (yek 

és az 


fatCayyr—koéty? yek 
függvények grafikonja. 
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15. ábra 


3. Szemléltesse metszetei segítségével a 
zm2gyei — (x,y)E RAM, p) lx2--yt- 1) 
egyenlettel jellemzett felületet ! 


Az xz síkkal (y— 0) metszve a metszésvonal az 


xt-21—1 


egyenletű hiprerbola. 


Hasonlóan hiperbolametszet adódik, ha a felületet az x—ű sikkal 
metsszük el. 


Az xy síkkal (z—0) metszve a metszésvonal az 
xétyis1 
egységsugarú kör. Hasonlóan körök adódnak a z—c (c konstans) siíkokkal 


való metszéskor is. A felület tehát egy egyköpenyű forgáshiperboloóid, amely 
az 2 — zta 1 hiperbola z tengely körüli forgatásával adödik (16, ábra). 
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16. ábra 


Megjegyzés ; A felület tartalmazza az 

ysl;z—x 
és 

y-1;z2——x 
egyenletrendszerű egyeneseket, amiről behelyettesítéssel könnyen meg- 
győzödhetünk. A felület származtatható e két egyenes z tengely körüli for- 
gatásával is. Ebből könnyen belátható, hogy e felület minden pontján át- 
halad két olyan egyenes, amely illeszkedik a felületre. 


4. Szemléltesse metszetei segítségével a 
z2z.-2ryitl (yek 
egyenlettel jellemzett felületet ! 


Ha a felületet az xz síkkal (y—0) metsszük, akkor a metszésvonal a 
29— xésel hirerbola. Az yz sikkal történő metszéskor is hiperbola adódik 
metszésvonalként. . 

Ha a z—c egyenletű síkkal (lcl5-1), metsszük el a felületet, akkor a 
metszésvonal kör. 

A felület tehát egy forgásfelület, amelyet a 27— ax! 1 hiperbola z ten- 
gely körüli forgatásával származtathatunk (kétköpenyű hiperboloid) (17, 
ábra). 
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ls 


5, Szerniéltesse az 


f:€.yjex—y? (x,yjeR 
függvényt! 


x 


17. ábra 


Ha a zsxt—y? felületet az xz síkkal metsszük, a metszésvonal a 
zat parabola. Az yz síkkal való metszéskor a z— —y? parabolát kapjuk, 

A felületet úgy képzelhetjük el szemléletesen, hogy a z—x2? parabolán 
avégigesúszik" a z— —y2 parabola. Így adódik a 18. ábrán látható nyereg- 
felület, amely az xy síkot az xmy, Ill. xz —y egyenesekben metszi. 
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Megjegyzés: Ha bevezetjük az 
uzxirgy 

és 
px y 

új változókat, akkor a felület egyenlete 
zs 


alakban irható. 

A transzformáció lényegében az xy sik z tengely körüli 45"7-os elfor- 
satását jelenti, Ugyanis a szögű elforgatáskor az új koordináták a követke 
zők: 


x —xcose-bpsin a, 
y5:—xsínttiy cos a. 
ész — 45" esetén: 


, . V2 


XX a x—y), 
7 (x—y) 


y -— (x-by). 


A zs we felület esetén az 


H- tn 
ÉS 
vev — (Hp tg állandó) 


siíkakkal való metszésvonalak egyenesek, így a felület minden pontján át- 
halad két-két, a felületre illeszkedő egyenes. (Természetesen ugyanez igaz 
az eredeti nyeregfelületre is, hiszen ennek forgatásával adódott a 2— u Íe- 
lület.) 

6, szemléltesse a 

2—- xy (x, yjée R? 
felületet ! 
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19. ábra 


Az yz síkban (x—0) a metszésvonal a z—y egyenes. 

Az xz síkban (y—Ü) adódó metszésvonal! a z—x? parabola. 

A. felületet a z—x!" parabolának a z—y egyenesen való , csúsztatásác 
val" származtathatjuk, és Így parabolikus hengert kapunk (19. ábra). 


7. Szintfelületei segítségével szemléljtesse az 


f:Gy, Zj--xg-yttz (x,y, ze R? 
háromváltozós függvényt ! 


A szintfelület az fix, y, 27—c (c konstans) egyenlettel jellemzett felü- 
letet jelenti. 


észr" 0 esetén a felület egyenlete 
rox ay azt, 
ami egy origóközéppontú r sugarú gömb egyenlete; / szintfelüktei tehát 
gömbök (20. ábra). 
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8. Szemléltesse szintfelületei segítségével az 
f:Cey.zjex2ty—z (x,yzjeR 
függvényt! 


a) f(x, y, 2j—0 esetén a szintfelület egyenlete 
ztszxtgyő 

Ez a felület a 2. feladatban tárgyalt kettőskúp. 
bi f(x, 9, 271 esetben a szintfelület 
zsxégy—I, 


amely a 3. feladatban tárgyalt egyköpenyüű hiperboloid. f(x, y, )sez-b 
esetében mindig egyköpenyű hiperboloidot kapunk. 


c) f(x, y, 277 —1 esetén a szintfelület 
zzxéryir], 


amely a 4. feladatban tárgyalt kétköpenyű hiperboloid. 
A szintfelületeket a 21. ábrán láthatjuk. 
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21. ábra 


3. A kétváltozós függvények határértéke, folytonossága 


Legyen a Pg pont az 
f:DeR DER 
függvény értelmezési tartományának torlódási pontja ! Az f Ha- 


tárértéke a FÁ(Xxo yo) pontban A, ha minden c:-0-hoz tartozik 
Pynak egy olyan ő sugarú környezete, hogy 


If(PJ— 4l-— e ha FPEDHM Kp. otPok 


(A határérték létezésének vizsgálatakor tehát P, környezetének 
csak az értelmezési tartományba tartozó pontjait kell figyelem- 
be venni!) 

Az előzővel egyenértékű a következő definíció : A P, pont- 
ban csak akkor van határértéke az f függvénynek, ha tetszőle- 
ges, P.-hoz tartozó íP.t, neN (P.s Po) pontsorozatra, amelyre 
FP.ED,, a függvényértékek sorozata .4-hoz tart. Tehát, ha két 
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különböző pontsorozaton közeledve P.-hoz a függvényértékek 
sorozata két különböző számboz tart, akkor a függvénynek biz- 
tosan nincs határértéke e pontban. 
us A határérték létezéséhez azonban nem elegendő, hogy tet- 
szőleges Po-hoz tartó egyenes mentén mindig ugyanazt a határ- 
értéket kapjuk. 

AZ 


f , D- RK D R:- 
függvényt folytonosnak mondjuk egy Fg pontban, ha § PjeD,, 
t FPo-ban létezik f-nek határértéke (tehát P, D-nek torlódási 
pontja), 
E MPoJ— im. 


E definíció alapján a II.1. 5. feladatában szereplő függvény az 
értelmezési tartományának minden pontjában folytonos, mivel 
értelmezési tartományának minden pontja torlódási pont, a ha- 
tárérték és helyettesítési érték e pontokban egyaránt nulla. 

Az egyváltozós függvények körében megismert összeg-, kü- 
lönbség-, szorzat-, hányadosfüggvény folytonosságára vonatko- 
zó tételek a kétváltozós függvények körében is érvényesek. 


Gyakorló feladatok 
1. Igazolja, hogy az 


xsinbj sin £., ha xyző 
f:€vye 7 " (x,yjeR? 
Ü ha xy—0 
függvény folytonos az origóban ! 


Mivel az origóban a függvényérték nulla, azt kell belátnunk, hogy a 
határérték is ennyi. A tengelyeken a függvényérték azonosan nulla, a ter 
gelyeken kívül pedig : 


Í . 1 . 1 
x $í11— ty sí1— ÍS] x sin — 
y x€ xy 





1 
e]ysin— sebadtlbi, 
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hiszén 





1 
sin — az t, 
x 
viszont 
lím (Ia --Íh—0—-—F(0; 0), 
arnivel megmutattuk, hogy a függvény az origóban valóban folytonos, 


Megjegyzés: 
a) Adott 7-0 esetén az origő mely környezetében teljesül az 
tA(x, pl t egyenlőtlenség ? 


Láttuk, hogy 
Ex, DII] 411. 
Mivel 


lala V xyz, 
bla Fagy], 


ahol Va2Zt yt az origó és a P(x, y) pont távolsága, így az 
[fex YIE2ZV x?3-yteg 


egyenlőtlenség biztosan teljesül akkor, ha a P pont az origó 5 sugarú kör- 
nyezetében van. 

bh) Az x És y tengely más pontjaiban a függvénynek nincs határértéke, 
itt ugyanis az összegnek csak egyik tagja tatt nullához, a másikban a színu- 
szos tényező erősen oszcillál, 


2. Van-e határértéke az origóban az 
2xy 
f: (a, MENY (x, YJERA 0; 04 


függvénynek ? 
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Közeledjünk az ongóhoz az 
yzmx — (mER)egyenesenl 


Az egyenes pontjaiban a függvényérték 
MEGT a 
fm) 


amely — m értékétől függően — minden egyenesen más és más, tehát f-nek 
az origóban nincs határértéke. 


3. Igazolja, hogy az 


—s hay/-0 
xis yt? 
figyelj" (x,y) ERO; 0) 
mi ha vy—ü és x-0 
függvénynek nincs határértéke az origóban, bár tetszőleges egye- 
nes mentén közeledve az origóhoz mindig ugyanaz a határérték 
adódik. 


a) Az y—mx meRM0) egyenesen közeledve : 
i úi méx? nm 
FOGMÁÓ STAT aA EURÓ) 


arrú. 3 se-hez tart, ha x nullához tari. (Ugyanez adódik m-—0 esetén az x 


1 
tengely pontjaira is, mert f(x, 0—-— .) 
b) Közelítsünk az origóhoz az vs a! görbén! Ekkor 


E SE 
JOSx ag dő ggal? 


ami nullához tart, ha x nullához közeledik. Tehátf-nek valóban nincs határ- 
értéke az origáóban annak ellenére, hogy tetszőleges egyenes mentén ugyan 
azt az értéket kaptuk. 
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4. Igazolja, hogy az 

Feye0 DAM yeR yen] 
függvény az értelmezési tartománya minden pontjában foly- 
tonos ! 


A függvény az xy síknak csak azon pontjaiban értelmezett, amelyek- 
ben az xy szorzat racionális szám. E pontok mindenütt sűrűn helyezkednek 
el a síkon, de ugyancsak sűrűn mindenütt vannak olyan pontok is, amelyek 
nem tartoznak hozzá Drheéz. Mivél D, minden pontja torlódási pont, a 
függvényérték minden pontban nulla, így tetszőleges PeDpesetén 


limf-0— AP), 
PF 
azaz f valóban folytonos D, minden pontjában. 
5. Igazolja, hogy 
, , TEX . k TEX 
im Í lim sin ——- 1 z im Tf Im sin — 1 ! 
xs Lyero  2XT évét [im " Hg] 


Vizsgáljuk előbb a bal oldalt : 





IX 
lim sin —————Úú, 
yos  2XTY 
mivel a szinuszfüggvény argumentum rögzített x esetén nullához tart. 
Tehát 





lm [dc sin —K Jem 0—0,. 


XTF és KX7 ca 


Hasonlóan a jobb oldal: 


im sin-—Lsgin——1 
mmm sz gjjy — 5 
A-t em Zxrky 2 j 


tehát a két oldal értéke valóban különböző. 
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6. Igazolja, hogy az 
xy . 
ff: 6 Dev (x, pJE RA 0; 04 
függvénynek az origóban van határértéke ! 


A bizonyításhoz polárkoordinátákra térünk át; ekkor: 
xy — rFcosesing 

xyz r2(cos? p-tsin? p) 
Ez utóbbi viszont " nullához tartása esetén nullához tart, p értékétől függet- 
lenül. 
Tehát 

im f0, 

(Ú; 0 

Megjegvzés : Hasonlóan látható be, hogy a 


—pcost psin g. 


g:1x EAT (x, pe RRT0; 0) 
függvénynek az origóban nincs határértéke. Ekkor ugyanis polárkoordiná- 
tákra áttérve : 
xi cop est g 
ayt cost p-tsint pp" 
aminek, ha r nullához tart, nincs határértéke, hiszen p—0 esetén értéke 
nulla, 


77 té di í 
a. n en 
p a pe 87 


7. Igazolja, hogy az 


XVZ 
öpyirz? ha xétyitzőz0 ;, 
f:(x,y, za (x, 9. 2]EK 
0 ha x?4-y?tz7—0 


függvény folytonos R? minden pontjában! 
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Az állítás bebizonyításához elegendő az origóbeli folytonosságot iga- 
zolni. Egy törtfüggvény ugyanis, amelynek számlálója és nevezője is foly- 
tonos, folytonos minden olyan pontban, ahol nevezője nem nulla. Határoz- 
zuk mer a függyény határértékét az origóban ! Gömbi koordinátákkal: 

xyz. —— Fsimdcos bcosgsin gp 
xldytazi rt (sin2 8 (cos? g-t sin? p)--cos2 d] 
—rsin! d cos d cos psin p, 
amely az origóhoz közeledve nullához tart. A függvénynek tehát van az 


origóban határértéke, ez egyenlő a függvényértékkel, tehát faz origóban is 
folytonos, 


8. Értelmezze a g kétváltozós függvényt úgy, hogy AZ 


sin x—sin y ha x—yp40 
XY— 3 
f: (x, yj-r ? Éx, pje R: 
x,y) ha x—yz0 


függvény folytonos legyen R- minden pontjában! 


Alakítsuk át a számlálót a következőképpen ; 


. ; XtY , x— 
sin xs yei €0s Z sín 

















,. $ 
ekkor : 
xty . xy 
. . COS sir 
, sin x—siny . 2 
lm ———-——--—-— lim em 08 Xx, 
(x—yjea XT (x— ye a7y 
I 2 
mivel 
sin / 
lim —— Ti, 
o 1 

Tehát a 


g:Gyjecosx BD efGyyjeRt]x-y-0) 


választás mellett faz R" minden pontjában folytonos lesz. 


37 


9, Értelmezze a g kétváltozós függvényt úgy, hogy az . Tehát, ha g-t a következőképpen választjuk : 





, rar i . 1 ha] 
E . ha xX—yzü 3 7 . . hax—tyésxyzl ; j 
f: eye 7 (x, YE R gyed , Do zf(x,yeRtil atz) 
(x,y) ha x2—y"—0 —27 ha x—y—0, 
függvény folytonos legyen KR? minden pontjában! akkor / a sik minden pontjában folytonos lesz. 


Az előző feladathoz hasonlóan átalakítjuk a számlálat : 











xrk x- 

£08X—COS8 yo —2 sin A sin dl 

2 2. 

Ezt alkalmazva : . 

XFY  , xy 
sin sir ——- 

c08x—cosy 1 p 2 
xtyi 2 xty xepy 








2 2 
ahonnan látszik, hogy a függvény az origóban folytonossá tehető, ha ott a 


1 
függvényértéket (Jak választjuk, a többi pontban pedig 


xy el, ami x—y, ill. x— — y teljesülését jelenti, 
Ha x—y, akkor 


sin EZ 
2 
lim ———  zl. 
(x—pjeü AT 
2 


1 sin 
E pontokban tehát g-t célszerű —- EE nek választani. 
xX 


XX — 
" — x, s a szorzatalak másik tényezőjének a ha- 





Ha x— —y, akkor 


tárértéke égy. 
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HI. A KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK DERIVÁLÁSA 


]. Parciális deriváltak 


A parciális deriváltakat az egyváltozós függvények deri- 
váltját általánosítva, különbségi hányados határértékeként de- 
finiáljuk, 5 megmutatjuk, hogy geometriai jelentésük bizonyos 
esetekben érintők iránytangenseként adható meg. 

Tekintsük az 


f: D preK DE R: 
kétváltozós függvényt! Legyen a PÁ.xo Yo) pont a D, torlódási 
pontja ! 


Ekkor, ha rögzített (állandó) vy mellett létezik és véges a . 


Tim fegt Ax; y9d—f(xos Vo) , 
Jr 0 dx 


ill. rögzített x mellett létezik és véges a 


tm Í(Xxo Pot 4y—f(xos Po) 

470 4y 
határérték, akkor ezeket az f függvény Po pontbeli parciális dif- 
ferenciálhányadosainak nevezzük. 

Jelölésük : 


MA pe mo A cp 
Bp fenyo A dl za 907090 


Ha egy TC D tartomány pontjaiban léteznek a parciális diffe- 
renciálhányadosok, akkor az f; : T-- R függvényt, amely minden 
(xo VoJET-hez az főleg Yo) értéket rendeli, az x szerinti parciális 
derivált függvénynek nevezzük. 

Hasonlóan értelmezhető f; 15. 

A feladatok során megmutatjuk, hogy a parciális derivál- 
tak adott pontbeli létezése még a függvény adott pontbeli foly- 
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tonosságát sem feltételezi, de a folytonosság nem mindig biz- 
tosítja a parciális derivált létezését. 

Az eddigiekből már világos, de külön 15 kiemeljük, hogy a 
parciális deriváltak kiszámításakor az egyváltozós függvények- 
nél megismert differenciálási szabályokat kell alkalmazni, fgye- 
lembe véve, hogy az a változó, amely szerint nem differenciá- 
lunk, konstansnak tekintendő. 

Tegyük fel, hogy az f függvénynek a FPo(xa, yo) pontban lé- 
tezik az x és y szerinti parciális deriváltja! A P, ponton átha- 
ladó, xz síkkal párhuzamos y— ya egyenletű sik a függvény gra- 
fikonját alkotó felületet a 2—ftx, ya) sikgörbében metszi. Ha 
ennek a görbének az (xo Yo F(xos yo)) pontban van érintője, ak- 
kor az érintő iránytanpgense : 


I ÁAxo Yo)ztg a, 
hasonlóképpen : 


fAxoYo—tg ő 
(22. ábra). 

A parciális deriváltak általában továbbra is kétváltozós 
függvények. Amennyiben ezek 15 parciálisan differenciálhatók, 
képezhetjük mindkét változó szerint újabb parciális deriváltjai- 
kat. Így a másodrendű parciális deriváltakat kapjuk. Ezek je- 
Jölése ; 

0 MOT pr KA Of 9-f zfő 

öx dx Öx2 779 Jy dx dydx "9" 

d AA an DA AT 
xy 


öx dy  8xöy dy gy Hir 


f.ret és forrt tiszta, f, ÉS f,.ret vegyes másodrendű parciális 
deriváltaknak szokás nevezni. Elég általános feltételek mellett 
igaz, hogy : 








H rF 
xy 4yxn 


azaz: a vegyes másodrendű parciális deriváltak megegyeznek, 
a deriválás sorrendje felcserélhető. Bizonyítás nélkül közöljük 
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22. ábra 


ennek elégséges feltételét. Ha a PXxo, Yo) pont egy környezeté 
ben f7, és főz léteznek és a Pg pontban folytonosak, akkor : 
f xyiXos yo) ff (xo yo). 


Hasonlóan értelmezhetők a harmadrendű parciális deriváltak 
amelyekre például az 


9f 9" f 99f 


Ésezenkástbűle telet esz GT ar E eln aá TETŰ La REESE SKEKKEKÉE 
hi 


dxzdy — dypdx? Öxdyőx 
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egyenlőség áll fenn, az előzőhöz hasonló feltételek teljesülése 
esetén. 

Az elmondottak általánosíthatók három, négy stb. változó 
esetére 15, minden lényeges változtatás nélkül. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg az 
f:€Gxyrorye3xy (xyjeR 


függvény elsőrendű parciális deriváltjait ! 


Ha x szerint deriválunk, akkor y állandó, tehát y? deriváltja zérus. 


f.:(x,y)e3x—3y (ax yjeRI, 


fe: (xpergyt—gx  (xyjeR. 


2. Határozza meg az 
f:(x,yja-xy yveR, xeRkTt 
függvény elsőrendű parciális deriváltjait ! 
Az x szerinti parciális derivált kiszámításakor y állandónak tekinten- 
dó, tehát hatványfüggvényként kell deriválni : 3 
FEOYEIRT  (xYJED,. 


Az y szerinti parciális deriváláskor x állandó, tehát a függvényt exponecn- 
ciális függvényként kell deriválni : 


f, : (x, y--x lnx (Xx, pED,. 


3. Határozza meg az 
f:(Cy.zex xERt,yERt,zeRt 
függvény parciális deriváltjait ! 
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Az előző feladathoz hasonlóan járunk el: 
FezDez ty 
B: CyD (in xjzyt, 

ff: e.32Jex Unxyy (ny). 


Mindhárom parciális derivált értelmezési tartománya azonos 
D,-fel. 


A továbbiakban csak akkor fogjuk feltüntetni a parciális 
deriváltak értelmezési tartományát, ha ez az eredeti függvényé- 
től különböző. 


A következő feladatokban is az elsőrendű parciális derivál- 
takat kell meghatározni : 


4.f:(x,y,zje(xyyzoxgyi  xeRt,  yERt,  2zER, 
Fe: (x,y, zjeeyőzx7], 
Fi a (x,y,zjexözyéri, 


f(x ye (xyy Iníxy) 
x 2 
5.f:(x, ye e — xeRTOKYERHÜK 


12 xi 7/1 1 
fetepezeézé(-])-e 





ek 


y y y 

—-—x — x zZ1 -ífl x 

: (a jr ete —-e[- 
PF PF xX 


6. g : (x, Vjrr-arcsin 5. , B. [es yjeR 3 va 1! . 








T(x) 1 i 
Ex" Rk.Yrr :—-— mak 
xz 9 22 
eg" 


yi 





ll —-—x —x 
By : (xy) —— esz —— 


V- aaz 


yt 








8. és gy értelmezési tartománya szűkebb, mint £-é, hiszen y"— x" feltétel 


esetén a deriváltak nem léteznek. (E feltétel a D, balmaz határpontjait je- 
löli.) 


7.f:(x,y)-y:ln Vxydarshíxy) — xERt,yERt, 


Deriválás előtt alakítsuk át In Vxy-t! 


1 1 
f: Gyjezy? In xtzylnyit arsh (xy), 


z 











y y 
fert , 
2x V14-xZyz 
2 x 
f : (x,yrry Im x1-y In yb e 
9 Fatxdy 
y x 
Rg intek . 
V1-- xy? 
xeg 


8. f:(Xx Degy xy Ce DJERAG,D)lys-—sin xy. 


Az vé— —sin x feltételnek eleget tevő pontok halmazát a 23. ábrán 
látható görbék adják. 


3x7e? (sin xy?) — x?e? (cos a) 


fe: eye Gin erö ; 


f.(x Gál (sin xy) — xel2y 
y As) cin xraéy 
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y--sinx 


T 


23. ábra 


9. f: (x, yje-Vsin x sin yi sin ln x In sin y, 
D.:xeRRMfx] sin x 0) yeRtfy [sinyE0). 


d 

3714 7 77 

Tzzz 77 g. 
mM VW 


ul znN 3 b 


24, abra 


A feltételnek eleget tevő pontok az első siknegyedben egy sakktábla- 
szerű elrendézést adnak. (A D.-hez tartozó határpontokat vastagítással 
jelöltük.) (24. ábra) 








[ COSX cos in x , 
4 fer GY — sin [dr 7 insiny, 


ZF sin x 


f.:vopeVsinx VI sin in ze 95 . 
PF vs ga 


2Yy Hgy 





(f; értelmezési tartománya azonos D fel, /,-é ennél szűkebb : nem tartal- 
tmazza a határpontokat.) 


10. Az előző fejezetben láttuk, hogy az 


EL 
ha x£4-yt—0 


ha xxt yb 
TI: 6.Yedg 


függvény nem folytonos az origóban. 
Igazolja, hogy e€ függvény parciálisan differenciálható az 
erigóban ! 


A definíció szerint : (xy—0, xs). 


r ,  fedx, 0)—/(0, 0) 
0, 04— lm —— e ts 
ZA0,0) v Fr 
Ax :6 üi 
(4xyét0 


— ur 
ÉT ——m——. 
— nm 


4 Ax 
Hasonlóan (0; 0)—0.. 


A parciális derivált adott pontbeli létezéséhez tehát valóban nem szükséges, 
hogy a függvény ec pontban folytonos legyen. 


ro Fr 


11. Határozza meg az előző feladat mintájára az 


112 
I 7:  haxttytzb 
f:teyeág 7 
j 0, ha x44yt— 


függvény tiszta másodrendű parciális deriváltjainak értékét az 
origóban ! 


Az előző fekzetben láttuk, hogy a függvény nem folytonos az arigó- 
ban. 
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Az origó kivételével : 
day) —dorőaty? 2xy— ay 


[OGY EÁ ET 
Az origóban a definíció alapján f (0, 0)—0. 
Légyen 
2xyb— 2xyi 
S e, hat tyke 
e-fe eye (tty ? 
0, ha x$ryt—0., 


Arról, hogy g sem folytonos az origóban, könnyen meggyőződhetünk, ha az 
y-2x egyenes mentén tartunk az origőhoz. 
Ekkor 


128x7—8x? .. H2ÜxT . 120 
im—e— ersz im—— —z e lírn —— , 
a (xt-16xh2 g 28928 ga 289-x 
ez utóbbi viszont nem korlátos, így g valóban nem folytonos az origóban. 
Számítsuk ki g origőbeli parciális differenciálhányadosait ! 
3(0-£ 4Ax, 0—g(0, 0) — 


Ő, 
. Ax 


e (0, 09-75 (0, 0) — Tim 
Ű 


mivel a számláló azonosan nulla. 

Hasonlóan látható be, hogy 
£/(0,0)--f,(0,0)—0. 

A számítást nem részletezve : 75 (0, 09—0. 

Megjegyzés: A feladat nem tesz eléget a vegyes másodrendű parciáli- 
sok egyenlőségére felírt elégséges feltételnek, a vegyes parciális deriváltak 
mégis egyenlők az origóban. 

Az említett feltétel tehát elégséges, de nem szükséges feltétele a vegyes 


parciális deriváltak egyenlőségének. 


A következő feladatokban a vegyes parciális deriváltak egyenlőségét 
kell igazolni. 


12. 
f:(xyj-ln(xte) — D-((eyJeR?IGrtre)0). 
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25. ábra 


. Az értelmezési tarlomány az ábrán látható nyilt halmaz (25. ábra). 
1 


; 
EZT Á 
(e 
y xbgy? 
met e? 
erei? 
ar ey 
MG 


A vegyes parciális deriváltak tehát valóban egyenlők D.minden pontjában. 
Megjegyzés: Tekintsük a 


2: 0yeln]xre ex, pe RA (x,y) lxtereü 
függvényt! Könnyen igazolható, hogy g parciális deriváltjai formailag 
azonosak f mégfelelő parciálisaíval, de DED,, és DD, miatt/"—g, nem 
teljesül. (9. yjebDresetén F(X Fo EZ Ára Fo) 

13. 

fJ:Gyjex? 9 XxERt,  gER. 


É in 
Iezyx v 
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fozxyinx 
FeyzgeM-yee tnx, 


1 
§ y—i gp PF — sz 9—i nagyi 
myx stx FA ! " 


14. f : (x, yyr-arcíg v xéR, ye R04. 





f- 1 L/ y 
ax xt y xéeyz" 
14— 
y 
; 1 xX 7 
hg yo xy 
1--— 
ye 


ét xry-g : 29 Ml x2—y? 
NET G ZET tá 

Er (xy) (— Ax xy 
Tex 02-yy "(rgy 








Tehát a vegyes parciális deriváltak Dr, minden pontjában megegyeznek. 
(A parciális deriváltak értelmezési tartománya természetesen nem lehet DF 
nél bővebb halmaz. Bár látszatra csak az origóban nincsenek értelmezve, 
de ahol a függvény ném értelmezett, deriváltja sem lehet.) 


15. Igazolja, hogy az 


2. n2 
xy sz , — ha x219yA0 
alsó All (x, ye R" 


f: ye 
0, ha x2rysŰ 


függvény esetében 
(0, 0977(0, 0). 


50 


xy 4xy" 


f. aza Tag ha ryx0 
ü, ha ség psz, 

b xy? 4xy" 
17 "adag VT , — baxtty 
0, ha x74-yt—0. 


(/(0, 0), ill. 7(V, 0) értékét a 10. példához hasonlóan a definíció alapján 
számolhatjuk.] 


Azt, hogy f, f., fa az origőban folytonos, egyszerfien igazolhatjuk 
lárkoordinátákra való áttéréssel. slll 
Ekkor ugyanis : 


Mayer? 


a számlálóban viszont r magasabb hatványa szerepel, tehát a határérték 
valóban nulla. 


A definíció szetint : 


JD, 44)—FXO, 0) 
-dy N 


0—í(dyy: 
[4 (dy) J-e 
him —— e E 


1740, 0) lim 
0 


org 


——1, 
0 4 


Hasonlóképpen 
7540, 0-1. 
A vegyes másodrendű parciálisok értékei tehát az oríigóban különbözőek, 


Ennek oka az, hogy nem teljesülnek a tétel elégséges feltételei: a második 
parciális deriváltak nem folytonosak az orisóban, ugyanis 


(0 3yjb 9) — (xy —yő) A öxyétx2 rgy) — 1 6atyt 
fe (x2y2j? (at agy i 


—1, ha x24yZs0, ha x"4-y0 
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Itt is polárkoordinátákra áttérve: a számláló megijelőlt tagja r r5 szerint, a 
nevező rő szerint tart nullához, így 77, nem korlátos. 


16. Igazolja, hogy az 
f:(x, pe arctg xER,yER(0) 
függvény kielégíti az 
feetíyy70 
parciális differenciálegyenletet ! (Sikbeli Laplace-egyenlet.) 
: E függvény elsőrendű parciális deriváltjait a 14. feladatban már meg- 


határoztuk. 
A tiszta másodrendű parciálisok : 


OGY me DA 
eyg Ge 
Tehát f valóban kielégíti az 

foatHe-o 
egyenletet. 


177 


17. Igazolja, hogy az 
Í 
f: (xx, Ps 2 --—— -— (x, Ya ze KA tb, Ű, 03 
Vagyirz 
függvény kielégíti az 
IsztÍyytfz70 
parciális differenciálegyenletet (Laplace-egyenlet). 


8 
fz 6222) 2 2x, 
1.2 - 1 2 2-2 
57((] ezet 2 40 2édy rrh) 2— 
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.347— (x24- Vr 
baz 


Mivel / szimmetrikus a három változójában //, és 72, hasonló alakú. 
Összegezve a tiszta másodrendű parciálisokat : 


327 (xt-b yt 22) 3y? mát áltáál Ad —(4 9422) 0 


(gőg 22 
Így / valóban kielégíti az egyenletet. 


18. Igazolja, hogy az 
F:(XxOrAsin w [8 (x, JER: 
függvény (4, w, c állandók) eleget tesz az 
WV l H 
F/ zza 
parciális differenciálegyenletnek (hullámegyenlet) ! 


Í (0 
- fd (2) COg (r—] , 
c c 
x 
f, mA cos ip [-) , 
Li 
2 
u wYV . x 
—z — A 1— I sin w17r—— I, 
7 mA sin [3] . 
c 


Megjegyzés : Könnyen belátható, hogy bármilyen kétszer differenciál- 
ható f függvény, amelyre tetszőleges f(x, (je R7 esetén teljesül az /(x, )— 


-X 
sí [-5) egyenlőség, eleget tesz a hullámegyenietnek. 


19. Határozza meg az 1 függvényt, ha 


HEV 


F: (x,y, 2jn-e (x,y, 2jER3, 
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Mivel a függvény ís és parciális deriváltjai is folytonosak, így a deri- 
válás sorrendje tetszőleges 


Í, 7 eyéyz, 
Fogy zeVzgyzt kez eV (xyz? 4-7), 


FE" eeYVöxyíxyződ4-z) tel xyz herr ayőztt3xyzt- 1. 


XPT 
Megjegyzés: Várható, hogy főz szimmetrikus három változójában, 
hiszen f 35 ilyen tulajdonságú volt. 
20. Határozza meg a 
örtmf 
dxngy" 
derivált függvényt, ha 


f:(xyyo(x—ayy—by  (x,yjeR?. 


Mivel 7 is és parciálisai is folytonosak, így a deriválás sorrendje tet- 
szőlegés. 


BT n(x— gyk pyt, 
Üx 

 rsásv HI o 
jam by, 
antar asanr ht 
e —— o — mer. 
gya? Jaa 


; ÖT zel 
21. Határozza meg a Jag függvényt, ha 
f:Cyyextsinytyícosx  CyER 


A ó sin yt4! cos x, 
és mivel sin y y szerinti negyedik deriváltja önmaga, 
98 
dxtayt 


szg! (sin y-tcos x). 
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22. Igazolja, hogy az 


1 x 


f:(x ÖR e tat — xéR teRMf0) 





Zavart 
függvény, ahol a--0 állandó, kielégíti az 


GT 
parciális differenciálegyenletet (iinecáris hővezetés egyenlete)! 


xz 
1 76(72), 
2aV az adi 
xt ME. xz 
PEN Fée e( 2] 
be za az Ai dett 


—x2 
ii ! Tr (2 5) 























TE agya 4ayt 2 
3 xx — ax v4 
RRNLENNT HÉ) Bat Bigyr7i eszik 
f, 7) köll .-k e PETE 
Zay at Zay szt ui 








XT 2 
7 ges es 
ii je Ld 
Zay rt . 


Tehát az / függvény valóban kielégíti a lineáris hővezetés differenciálegyen- 
letét. 


2. Teljes dillerenciál, Hibaszámítás 


A parciális deriváltak a függvény megváltozását csak a fe- 
tületből az y, ill. x tengelyre merőleges síkokkal kimetszett sík- 
görbék mentén jellemezték. E speciális síkgörbék esetében az 
egyik változó rögzített érték volt. Ahhoz, hogy a függvény meg- 
változását tetszőleges irányban vizsgálhassuk, definiálni kell a 
differenciálhatóság és a teljes differenciál fogalmát. 
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Tekintsük azf: D-FR DC R? kétváltozós függvényt ! 
Legyen a PX.xoyaeDry pont a DB, torlódási pontja, 
P(xgt 4x, yot dpjeDsegy P.-tól különböző pont, és 


Af-f(xot Ax. yot 4y)—f(xo 9 


jelölje a függvény megváltozását. 


Az f függvényt a Pg pontban fotálisan di ifferenciálhatónak 
nevezzük, ha léteznek olyan A,, As valós számok, amelyekre 


4f— Ax Ági 
VES 
ha a nevező nullához tart. 
Tehát, ha f differenciálható a PFP, pontban, akkor 


4f- A: dxt A4y7- e( Ax, dyjV(4x)? (dyy, 


ahol eldx; 4dy) nullához tart, ha a P ponttal Pg-hoz közele- 
dünk ; így f a P, környezetében egy lineáris függvénnyel köze- 
líthető. 

A. P, pontbeli totális differenciálhatóságból már követke- 
zik a parciális differenciálhányadosok létezése a Po-ban, és az 

A zf(xo Yo) II. 4.—f(xo Yo) ís fennáll. A parciális de- 
riváltak létezése a P, pontban azonban nem elégséges feltétele 
a totális differenciálhatóságnak. Elégséges — de nem szüksé- 
ges — feltétele viszont a parciális deriváltak folytonossága az 
adott pontban. 

A Po pontbeli differenciálhatóság egyben azt jelenti, hogy 
a zzf(x, y) felületnek az (xo, Yo; Zo) pontban létezik érintősikja. 
E kérdéssel bővebben a IV.3. szakaszban foglalkozunk, 

A 26. ábrán az f felülethez a P, pontban húzható érintősí- 
kot láthatjuk, amelyet az x— xg, III. y— ya síkok által a felület- 
ből kimetszett sikgörbék érintői határoznak meg. 

Mivel ezek iránytangensét a Pg-beli parciális deriváltak ad- 
ják, így az ábra jelölései szerint : 


a—f(xos VojAx, 
5b—f (xo: yody 
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z - TELELEEETTi mani errrH 
CTETEES EE eTt 
AHH TT 
Tr rTtrrrt 








26. ábra 


és 


4f-f(P)—f(Pgsarb-f(xos Yo4x-f(xo; Yo) dy. 


Természetesen a közelítés annál pontosabb, minél kisebb a PP, 
távolság : 


PP.- YI TTÉ. 


Az egyváltozós függvények ditlerenciáljának megfelelően defi- 
niáljak a kétváltozós függvény Forbeli teljes differenciálját. 
aa, 


g : x-eg() xER 
függvény differenciálható az xg helyen, akkor differenciálja : 
dg7-g (xojdx. 


E. fogalmat általánosítva : 
Ha / a Po pontban differenciálható, akkor Po-beli teljes dif- 
ferenciálja 
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df-fAxoYyJAáxtf(xoyody, 
azaz f-nek P, pontbeli érintősíkjáig való megváltozása. 
Tekintve, hogy az 
fzx (G,yekR 
függvény esetén 
df-dxz 4x, 
így a teljes differenciál szokásos alakja : 
df—-fXXxo yo) dxtfAXxo yo) dy. 
Ha fa Tc D tartomány minden pontjában differenciálható, ak- 
kor 7-ben differenciálhatónak nevezzük, és differenciálja a 
df:(x,y)-fődx--fodpy  (xyjerT 


függvény. 

Hasonlóan értelmezhető három-, ill. többváltozós függvé- 
nyek differenciálhatósága 15. 

Sok esetben szükséges a következő kérdés eldöntése: Tel- 
jes differenciál-e a 

öf—p dx-t-a dy 


kifejezés, ahol p és g egy TC R" tartományban differenciálható 
függvények. (A. ő-val jelezzük, hogy ez nem biztos.) 
Annak feltétele, hogy öf teljes differenciál legyen, az, hogy 
D.-8 
teljesüljön 7 minden pontjában. Ugyanis, ha teljes differenciál, 
akkor 
Í, xzpP És f — ő, 
így a vegyes parciális deriváltak egyenlőségéből : 
Pf zet 


következik. 
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A teljes differenciál lényeges alkalmazási területe a hiba- 
számítás : 

Minden mérés elvégzése egy névleges értéket ad (legyen ez 
x), meghatározott hibakorláttal (legyen ez Ax). A mért mennyi- 
ség valódi értéke tehát az [x— dx; x-t 4x] intervallumba esik. 

Elnevezések : 

Ax abszolút hiba (korlát), 


x5£Ű esetén . relatív hiba (korlát), 


e , 100 százalékos hiba. 


x, y mért értékeiből valamilyen 7 kétváltozós függvény értékét 
határozzuk meg. Mivel x és y nem pontos, így f(x, y) sem lesz 
az. Ha f totálisan differenciálható az (x, v) helyen, akkor ab- 
szolút hibája (hibakorlátja) : 
4fzlfA(x, Axl If y)dyl. 
. (Megjegyzés : feltételezzük, hogy nem mind a két parciális 
derivált értéke nulla. Ekkor ugyanis 4f—0 adódna, ami hiba- 


korlátra lehetetlen, Ezzel az esettel a III.5. szakaszban foglal- 
kozunk.) 


Az öröklött hiba meghatározásánál gyakran használhatók 
a következő szabályok : 


1. Összeg és különbség hibája egyenlő a tagok hibájának 
összegével : 
Kítejs dft dAg. 
. 2. Szorzat és hányados relatív hibája a tényezők relatív hi- 
báinak összegével egyenlő (ha ezek léteznek) : 
48) AF Ag 
fg ff g] 





d I d 
g 


1(5 47 4 
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3. Hatvány relatív hibája az alap relatív hibájának és a ki- 
tevőnek a szorzata : i 


49. a AT (ac R). 


je 





. Gyakorló feladatok 
1. Igazolja, hogy az 


f:(x,yje xi4yő (x, ER? 
0, ha x2t-y/s(, át 
függvény folytonos az origóban, léteznek a parciális deriváltak, 
de a függvény nem differenciálható az origóban ? 


aj) A folytonosságot polárkoordináták segítségével könnyen beláthat- 
juk: 





2 - 
sz hin ——5—-0zfű, 0). 
F I 


Adx, 09— (0, 0) 


u, 
Ax 


70, 0) slim 
o 


hiszen a számláló mindkét tagja milla. 
Hasonlóan 


f (0, 0)—0, 


o 2xy 
fer (eye egye 
0, ha x-tyéz0 


240 
ha x try (x, ye R2. 


Az a) alatti módszerrel könnyen igazolható, hogy f nem folytonos az 0ri- 


góban. 
c) Vizsgáljuk meg, hogy differenciálható-e az origőban ! 
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Mir HA 49)— (0, 0)— (0, 0)4x—/(0, 0)Apl 
(0, 0) V(á4x-t(dyyé 
(4 
Z 
— Várm LELEHAZ ÍV 
(0.03 [/(do)2a- (gy)? 


szintén polárkoordinátákra áttérve, a következő határértéket kell vizsgál- 
nunk: 

r Isin p cos gi —lim isin a cos2 el 
reg r5 (sint p--cos? 9) r-0 ? pe 


Ez a határérték viszont nem létezik, mivel! p értékétől nem független. 
Tehát a függvény nem differenciálható az origóban. 
2. Igazolja, hogy az 


. AV, ha xy racionális 
J: 099) b. ha xy irracionális 


függvény differenciálható az origóban ! 


(x, ER 


a) A függvény folytonos az origóban, mivel 

[It 
xy határértéke viszont itt nulla. 

b] A parciális deriváltak értéke az origóban nulla, mivel mindkét ten- 
gélyen azonosan nulla a függvény értéke : 

/(0,0y—fX0, 0) 0. 

c) A diflerenciálhatósághoz a 

; [docAut 
Him 


(0, 0) (42 a-(dy)? 


egyenlőség teljesülése szükséges. 
Ennek teljesülése polárkoordinátákra való áttéréssel azonnal látható. Vagy 


sű 


ól 


más módor : 
[dx Avl zz [doAut -IS8] 


VidxVr(dyj? ii [(Axjé 07 d4x 


ez utóbbi viszont az origóban nullához tart. A függvény tehát valóban dif- 
ferenciálható az origóban. 

Megjegyzés: E függvény parciális deriváltjai nem fölytonosak az 
origó környezetében (és másutt sem). 

Legyen pl. PX(xo, yo) olyan pont, melyre xg és yo racionális Cxgxg5s 0). 
Egkor 


fiat Ax, y)—fleg Io) — Íyo . ha Ax racionális 
da — a-t , — ha dxirracionális, 
x I 


tehát e helyen az x szerinti parciális derivált nem létezik. 


Az origóbeli differenciálhatósághoz tehát nem szükséges feltétel, hogy 


itt a parciális deriváltak folytoncsak legyenek. 


3. Legyen 
f: (x, p)-xt- yi (x, yje Rt. 


Határozza meg a z— f(x, y) felülethez a Pg (4; 3; 25) pontban 
húzható érintősik egyenletét ! 


A függvény differenciálható a Pp pontban, tehát fétezik érintősik. 
Meg kell határoznunk az érintősiík normálvektorát. A 26. ábra sze- 


rinti két speciális görbe érintőinek irányvektorai: 


vi( 1; 05740 Yo) 


v(0; 1500). 
Az érintősik normálvektora e két vektorra merőleges, tehát választható 
ezek vektoriális szorzatának : 
i í k 
I 0 fáxg ya) 
0 1 Zkeyg 


4— TA Va 
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A determináns értékét meghatározva: 
u(— fh; — f(x 1); 

esetünkben m— 8; — 6; 1), az érintősik egyenlete tebát: 
— 8(x—4)—6(y— 3) 2—25—0, 

azaz 
hxt6y—z— 15. 


4. Határozza meg az 
2 
files XERGYERW) 


függvény esetén a leltetséges megváltozások pontos értékeit, ha 
xo—y—i00 és  4x—dyWhl]. 

Határozza meg df közelítő értékét teljes differenciállal is, majd 

hasonlítsa össze a kapott eredményeket ! 
a) A lehetséges megváltozások : 


FOL; 1019— (100; 100)j-z I, 
(39, 997—F(100 ; 10097 — 1, 
F(LŐ1 ; 999—f(100; 100jzz 304, 
J9; 10947 A(100; 100)— —2,96. 


A maximális érték tehát: 
Af—-3 04z 3, 
b) Differenciálással megkeresve / hibakorlátját ; 
4f-If(xg yodxtIf4xgs yol 
— e Ax FA Ay - 3, 


tehát látható, hogy a két módon számított érték igen jó közelítéssel egybe- 
esik. 


e 
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Megjegyzés: A Af értékét műveletek hibáira vonatkozó szabályok 
alapján is meghatározhatjuk : 


—rsz-—— 3—-s003, 
ff x gy 
tehát Afref(xy yo) " 0,03—5. 


5. Egy anyag törésmutatóját az 


sin az e), IT 
"ein ő acf0, 5) ; 6e(0. 5) 


összefüggésből számoljuk. ; ; 
Határozza meg n névleges értékét és hibáját, ha a mért 

adatok 
a-t , pe , és a mérés pontossága mindkét szög esetén 


0 01 (radián) ! 


A névleges érték : 
nő V3 [22475 
sin 45" V2 
a hibakoriát : 
Anz]f (e, B)Ael--I/ete, 8461 
c0s ú0" sin 00" cos 45" 
— e — ——————  —  ABl50019, 
sin aze ért símz45 Jé [70 


zt értékéből tehát maximálisan három tizedesiegyet érdemes ügyelembe 
vénni. 
A. törésmutató értéke így : 


na 1,22510,019. 


6. Ellenállások névleges értékei 
R.—1500, — R,—500 0. 
Mindkét érték 2 pontosságú, azaz 
AR.—-30, — 4AR,-10 02. 
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Határozza meg soros, ill. párhuzamos kapcsolások esetén az 
eredő relatív hibáját! 
a) Soros kapcsolás esetén a névleges érték : 
R.5RptR2—650 £. 
Mivel összeg hibája a tagok hibáinak összegével enryenlő, így : 
ÁR,—13 0, 
a relatív hiba pedig : 


AR, 
Sal), 
R, 02, 


tehát az eredő ellenállás ugyancsak 254 pontosságú. 
. b) Párhuzamos kapcsolás esetén : 


Rh 
—— 2 —11540, 
P RitR 


GEBE BaR2 ag a FR R2— R1Rg 


AR, 
(Rp Ro)2 1! (R,4R22 ? 
rendezve: 
RSÁRj 4 RIAR: 0 
B, (RERJE 
A relatív hiba 
kél —0,02, 
R , 


tehát az eredő ellenállás most is 277 pontosságú. Lássuk be általánosan is, 
hogy ez nem véletlenül egyezik meg az összetevők pontosságával ! 
Alakítsuk át a AR re kapott alakot ! 


RA SAR rt KÍAR: za Rp 1 j 
(Rpt Roy (R,4R)Z 
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ha 


RpoRz 
tehát K, és R. azonos pontosságú, akkor e közös tényezőt kiemelve : 
AR, RR ÉRT R1j AR 


AR ——1 EE. , 
p Ki (Rat Ryé Ki R . 


y 


így 
R, Ri 


Ázonos pontosságű elemekből tehát soros, ill. párhuzamos kapcsolásokkal 
ugyanakkora pontosságú eredőt kapunk. 


7. Megmérjük egy derékszögű háromszög befogótt : 


az8$0 m, 
bó0 m,; 


a mérés pontossága mindkét befogó esetén 1 m. Határozza meg 

az átfogó és a háromszög egyik hegyesszögének abszolút, :úl. 

relatív hibáját ! (Feltéve, hogy a derékszög pontosan 997.) 
csyarit aERT,BERT, 


deszAtoa, bhAalj- leg(a, b)Abl- 


me 4 A Ah 1.4 NI, 
IV a-t Vatrb 
Ace 
——s0 014. 
c 


Megjegyzés: Ugyanezt kapjuk, ha a 
esni 

implicit függvény (I. HI.4.) dilferenciálját képezzük : 
2cAcr2adaH2bAb, 


óóó 


ébből 
1 
dos (adat b4Ab)y-lám, 
ami az előzővel megegyezik. 
tú 
aarctg 7 ac RT beRt, 
Szzla(a, DZal lar (a, Bab] 


Mll [74055 4b 0.014 
ale Jee ? 
14-— 
hi 


Aa 
——-7-Ú00151. 
öt 
Megjegyzés: 
ü 
At ha özzzlen 
se 


implicit függvény differenciálját képezve : 




















da a 
COST et 42 [- b T né " 
da adb 1 da adtb 
240—0087 a 1 —3-——h— —— 1— 3 —]— 
6 7) mel 7) 
1 És 
elb 57) 
1455 


Az eredmény tehát az előzővel megegyezik. 


.. 3. Matematikai inga hosszát és lengésidejét méréssel álla- 
pítjuk meg. A mért adatokból számoljuk ki g névleges értékét 
és hibakorlátját ! 
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Az adatok : 
T—-1s 4T—-5.101 s, 
7—50,99 m A! —107? m. 


Mivel 


KG; 

Teszt -. 

§ 
3 


zt 
en ET 2 


g relatív hibáját a műveletek hibáira vonatkozó összefüggések segítségével 
számítjuk ki: 





Ag 24T ál , , 10 fi 
ahonnan 


Ag—-9, TKZ: 1073)—1,95 : 107350,02 mis, 
tehát g értékét 24 pontossággal tudjuk megállapítani. 


9. Határozza meg az 


x? jJeRt3 
H— 73 f(x, z 


yyz 
függvény relatív hibáját, ha 


Ax goz; 2004; 0403. 
x y 





Melyik változó pontosabb mérése csökkentené lényegesen u re- 
latív hibáját ? 


A műveletek hibáira vonatkozó összefüggések alapján : 
Au "dx 1 7 Az 
Va 


£2—-3—3 


1 
u x 2 3 
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tt 
—zz009, 


H 


du . 
- alakjából látszik, hogy x relatív hibájának csökkentésével érhető el 


Au. ; 
TT lényeges csökkenése. 


10. Téglatest éleit méréssel állapítjuk meg. 

A mért értékek : 

4— 50 cm; b. 30 em; cs 40 cm. 
Az adatok hibakorlátai : 

a— 1 1cm; b-ü,5 cm; cb 5 cm. 
Határozza meg a felszín és a térfogat hibakorlátját ! 


A névleges értékek : 


4—2ab34-2ac3-2bc— 9400 cmé, 
—abc—60 000 cm, 


A felszín abszolút Hey ; 


22 al 2 4 
ET ya 


z Abt cjdat Aatc)ábrt 2(a- bide, 
44— 30 cm? 

tehat 
AA 310 


—i. — tk — he 
A öa0g 0093—3374 


A térfogat esetében célszerűbb először a relativ hibát meghatározni: 


ay da e. 0.049 — 4.957 
KF a b ő 


JÁ — 55421] 














Innen az abszolút hiba értéke: 


V-Y.0049—2940 cm, 
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11. Egy henger sugara és magassága : 
Mz 20 cm, R—15 cm. 
Mennyivel csökkentsük a henger sugarát, hogy a felszíne lehe- 
tőleg ne változzék, ha a magassága 4M-1 cm-rel növekszik ? 
A 2R"n-t-2RnM, 
44— AÁR, MARHA AR, MJAM sz 
sz (4Rrrt-2rMAáRt2Rxrám. 
A feladat feltételei miatt 4dA—0, amiből következik, hogy 


KÁM 
2ZR-Tt- AM 


(A felszín nem pontosan egyezik meg az eredetivel, de változása AM és R vál- 
tozásánál jóval kisebb.) 


AR — sz —-ű), 3 er 


12. Tekintsük a következő differenciálható függvényt : 
És i (UV, U.) UV e Rt, UE RT, 


Hogyan változtassuk 7, változásától függően UV, értékét, hogy 
i, változatlan maradjon ? 


(A feladatban a trióda rácsfeszültsége, anódfeszültsége, anódárama 

változásai közötti összefüggést keressük.) 
. öt, e 

Tag Data ao — ú, 
Ezt átalakítva (feltéve, hogy AU 50) 

di, 8, 409 ú di, 07, 

JU, OU, AU OU, 90 

Megjegyzés: Ez az ún. Barkhausén-egyenlet. A. parciális detiváltak 
fizikai tartalma : 


di 
— 8 ze § 


FA 
áthatás, 
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ör, 1 





ÖV, Ty" 
ahol r, a belső ellenállás, 
üli at, — u 
at, 
ETŐSÍtTÉS, 





13. Teljes differenciál-e az alábbi kifejezés? 


siny  Siny 
öf—(3x"e 7 —xe "gsinyjdxá 
sing 


FxZe" cosydy — xER(0) yeER. 





Adf-PdxHOdy — (x,yjéDPNDg 
akkor és csak akkor teljes differenciál, ha 

P7-0, — VGYEDNDI 
esetén, feltéve, hogy P, és 0. léteznek. 

A feladatban 

sin 
P.-e ? (3x"— xsin v), 
siny 
0-xe cosy. 
, BE cosy sin y sing 
P se? —— 86 — sing] e X xc0sy-e F (2x—siny) cosy, 





, sín y Any 7. sin 
0.—2xe " cosyrxte" ( Jess 
sin 
—e " (2x—sÍN Ph eos y, 
azaz az értelmezési tariomány minden pontjában P.O, tehát a kifejezés 
teljes differenciál. 
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Megjegyzés: Az f függvény meghatározásával a VII.1-ben foglalko- 
zunk. 

14. Teljes differenciál-e az alábbi kifejezés : 

0f—(2x sin y—6x) dxt-(x2sinytxt6jdy FF (xx yjeR? 


E feladatnál 
P:-2xsiny—bax, 
090-xtsinytxtő. 
P.-2x cosy; 05-2x sin y. 
Tehát 
PO 
ezért nem teljes differenciál. 
15. Határozza meg a 
p:yego) JER 
függvényt úgy, hogy a 
3/— ely) sin p e (2x— I) dx 2g(yje TT" cos y dy 
(x, ve R7 
teljes differenciál legyen ! 


Pa glyysinye 7 2x— 1), 
0-2p(ye 7" cos y, 
Page 2x— D)siny-t ely2x— DET cosy, 
Or s2elyje2x— 1) cos y. 
A P, 0, egyenlőség mindkét oldalát osztjuk er—s eg-val, és rendezzük a 
kifejezést, így azt kapjuk, hogy 
p (y) sin yt2x— 19— p(y) cos y(2x— 1). 


1 
(Mivel a két oldal azonosan egyenlő, tehát nemcsak x- esetén) ; 
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pi) sin y— ply) cos y. 
Feltételezve, hogy 


ely), 
ÉS 
sin yzz 0, 
pi) 0089 
píp)  siny 
azaz, 





In [gfy)j-inlsinyizine  ceRt, 
Tehát: 
p:yr-esiny 9gER, 


amelyről helyettesítéssel látható, hogy y— ks esetén is megoldása az égyen- 
letnek. 
Megjegyzés: A kapott kifejezés az 


fzesigyeő et (xyjeR 

függvény teljes differenciálja, ugyanis helyettesítés után 
dfsc sinZ yet 7 (2x— 1) dx--2c sin y c08 yek dy. 
16. Határozza meg a 
p:xegíx)  xER 

függvényt úgy, hogy 
ög .m— e A 9 2) ge. PI dx (x, ERTE 


1--ye 14-ye 
teljes differenciál legyen ! 


A feladatban 
p.27909 : 0-2 


1--ye" 1ve 


13 


Ahhoz, hogy ög teljes differenciál legyen, a P.—. azonosságnak kel! tel- 
jesülnie D, minden pontjában; j 
(1--xe ye? 2xgp(x) 

[14-we 2 (14 ye 





P.s2xp(x) 


t orei ye J- pedaxye 
i [14 ye j2 


A kettő egyenlőségéből : 


pali rve ) pix2xye ő g 2xo(x)z2xptti 4-ye j 
adödik, amiből 
plz) 
P(x) 
és Így 
In [g(x max in e 
következik. Vagyis : 





pH: xm-g(xr)— ce xek, 
amelyet az eredeti feladatba helyettesítve a 





2xyce7 77 
—— -dy  (GYERT 
14-ye 1-kye" 


kifejezést kapjuk, ami a 


gzeln(itye) — (ayjeRt? 
függvény teljes differenciálja, 


dgz 





3. A többváltozós összetett függvények deríválása 


Többváltozós függvények körében az összetett függvény 
előállítására többféle lehetőség nyilik. Először az általános ese- 
tet definiáljuk, itt vizsgáljuk a differenciálhatóságot, majd kü- 
lön-külön tárgyalank néhány speciális esetet. 
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a) Adott n számú m-változós függvény, értelmezési tarto- 
mányaik közös részét jelölje DC KR": 


p,: DR izl, ..., H, 
továbbá egy 
f:D-R DER 
n-változós függvény, amelynek értelmezési tartománya minden 


P(x, . . s Xm)€ D esetén tartalmazza a 0(p.(P), p(P), . . . 9XP)) 
pontokat. Ekkor értelmezhető a 


E7FO(P1 2. cs gp): fs Xaje 
—flpie ...g Xn) ..:y PÁX ts tra Xn) 
összetett függvény, amelynek értelmezési tartománya DC R,,. 
Továbbá, ha a e, (7—]1, ..., 1) függvényék totálisan differen- 
ciálhatók egy PÁXxis - - -s XxmJEB pontban, akkor az előzőekben 
értelmezett g is totálisan differenciálható a P pontban, és par- 
ciális MátGAA 


5]. k-], . 


mA özön e 


Megjegyzés : a mondott feltételek g d:fferenciálhatóságának 
elégséges, de nem szükséges feltételei. Nézzünk néhány speciá- 
lis esetet ! 

b) Legyen 


f:DAR,  DERegyváltozós, 
p:D--R, — DIR? pedig kétváltozós függvény. 


Ekkor, ha D, tartalmazza a g(x,y) pontokat minden 
(x, HED esetén, és teljesülnek a differenciálhatóságra vonatko- 
zó a)-ban tett kikötések, akkor : 


dg—-d(fowj—(x. pjeerfogydp (eD. 

c) Legyenek 

p,:D-R  BDECR  in-],2egyváltozós, 
f:DAR BAR pedig kétváltozós függvények. 


15 





27. ábra 


Ha az aj-beli kikötések teljesülnek : 
d el. zdífo(p.Ppdlo 
sf(pi(to; pXto))gi(to) dt-t- 


Flt: Polt) )polto dt thED. 
d) Legyenek 

, e: b--RK Da R: t— Í, 2 

ü f:D-.-R  BD.CR? kétváltozós függvények. 

Az a)-beli feltételek teljesülése esetén : 

szfolpy, 92) : DR kétváltozós függvény differenciálható 


dgs-— e du E d  — (u wjeD. 


A parciális deriváltak : 


dl! df tő szi 
ax izt P dJy 19 Ön P 
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ahol Piu, ve D és 0(o (u 0); pala v)) e D,. (Hasonlóan írható 
fel a v szerinti parciális derivált is.) 
e) Vizsgáljuk meg c) egy speciális esetét! Legyen adott az 


f:D-R DER 
kétváltozós függvény és egy rögzített F(xa ye D, pont, továb- 
bá legyen 

K.irxgticosa . ER, 

y:t--yottsin e te R, 
azaz haladjunk a rögzített P) pontból egy éegyénés mentén, és 
vízsgáljuk f változási sebességét! (A t paraméter abszolút értő- 
ke a FF, távolság.) (27. ábra) 

Ha létezik a 

g—fotx,y): R--R 
függvény f szerinti deriváltja, akkor ezt az f függvény P, pont- 
beli iránymenti deríváltjának nevezzük : 

d ; ; . 
CA Pp —f Ax Yo) cos e-t f (o Vo) SÍN ez. 

ű 
Aziránymenti derivált jelölésére a ő , ill. E jelölés is használa- 
tos, amellyel azt hangsúlyozzuk, hogy a deriválást az e véktor 


irányában végezzük. Ha f differenciálható a P, pontban, akkor 
az iránymenti derivált tetszőleges x érték mellett létezik. A P, 


pontbeli parciális deriváltak speciálisan az x—), 111. 1 irány- 


hoz tartozó iránymenti deriváltak, ezek létezéséhez nem szüksé- 
ges az f Pg-beli diflerenciálhatósága. 


Gyakorló feladatok 


1. Legyen 
f:runyu  uúuERt 


p:Gyjeéty (pek. 


Ti 


Határozza meg a g—fop függvény teljes differenciálját ! 


j 
decit dol ye (2xdx--2ydp) (x,pERI((0, 0). 
2Vx2-k 


2. Legyen 


f:(x,y)--őt-y—őx  (x,pjER 
és 


p,:te3eht  :jER 
po: teesshz te R; 


határozza meg a 9—folpi, pa) függvény deriváltját ! 


dg 
mk (pi. pdpj--fo (pi 92) " 92 


—(3(3 ch )2—6)3 sh 1265 sh 9) 5 ch r— 
— (27 ché1— 613 sh r4-50 sh ft ch 1— 
—sh (81 chf 14-50 c€ht— 18 


Határozzuk meg e" értékét más úton is! A helyettesítést elvégezve : 


g: te2T eh? í5-25shtr—18chi (ER, 
gyereről chétsh ét 50shrcht— 18 sh t— 
a gh z(831 chfz4-50€hr— 18), 


ari az előzővel megegyezik. 


Megjegyzés: A kapott eredmény úgy értelmezhető, hogy vizsgáljuk 
f változási sebességét az 


hiperbolán elmozdulva.. 


3. Határozza meg g deriváltját, ha 


ÉS 
f:(x,yjex7er  xER yERW0j 
pr: ten (1--é9)  teER, 


18 


po: tert 1) té R, 


ös 
EZ fO(r 2). 


Mivel pAH)-0 minden f esetén, és f, Pj, va az értelmezési tartomá- 


nyaik minden pontjában differenciálhatók, így g is differenciálható minden 
te R esetén: 


tes " zf si (is p)pi tf a (7 y pe 


x z1 x x 
fear de ze kr) , 





x x 
3(—x x3 2 
570 y2 J--se 


y 
41? 
üz tar rect él Vasi VGA 


A §7 képletébe helyettesítve kapjuk, hogy 





lr(1--7f 
- inűü-reé 48 
£7€ n ( tíz: TT ö] TT7A 





3 ln(1-r") ET te 
.dn 0-0) a pey Gtít HI 
(1--2jő 


Megjegyzés : Ha elvégezzük a belyettesítést és a kapott függvényt köz- 
vetlenül deriváljuk £ szerint, természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk. 


4. Legyen 
ame: te JÉ ha z racionális 
vazPa: be Li ha z irraciónális (ER, 
továbbá 

2x2y2 
ág d? h 4 4 

f:(x,yj-dxtr yt a xyz h 
[, ha xi3yt—Ű (x y)e . 
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Határozza meg g (0) értékét, ha 
£—folpi vak 


e és pa sehol sem folytonosak, / az origóban nem folytonos, így a difleren 
ciálhatóságra kimondott elégséges feltételek nem teljesülnek. g (0) létezése 
egyben azt mutatja, hogy ezek a feltételek nem szükségesek. 

Ha a helyettesítést elvégezzük, akkor azt kapjuk, hogy 


amelynek deriváltja azonosan nulla, tehát e (0-0. 


5, Határozza meg g parciális deriváltjait, ha 


gzfolpip2) 
ahol : 
fia page  (xyjeRy, 
pa : (u, Date (u 3-v?), 
(u, 0)de RA (zs 0) [ c05 (24-00), 
pa : (u, v)-usinv  — (wwveR?. 


——— a E] 


du Üx Ön Dy 01 
21 


— 6 er TI rem vad EB dee 92) coszíut it vé) Tr 

tert esa gy y— pa) SÍN VE 

— etsin e HtE GÉ FŐ) Ír14-tg (2 ed] sin v — esett 
cos (utó 

sin (1-4 sín w) tg (ua vaj . 


Hasonlóan a v szerinti parciális deriváit : 
ög 97 ö9i fi af 092 


A rt erei —oUggg 9 pm; nil 


de 9x 00 gy do 


20 
z-íyet Fly pays en) 


———z— zt 
cosz ét vi) 
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Het] va g1, ven az JEE CS V 


rez gő rnkeetos Írta 4 vdlee sin Ke ZNI 
LEE (ev) "cosz 2 v) 


H[1--wsin e? te (Ze vu cos ob. 


(Ugyanerre az eredményre juthattunk volna a helyettesítés elvégzése után 
kapult függvény a, ill. v szerinti deriválásával is.) 


6. Igazolja, hogy ha a 
2: Re-R függvény differenciálható, akkor : 
yhh- xh,, 

ahol izzelétyő]) (xpeR3 


Az összetett függvény differenciálási szabálya szerint : 
h.zdxetü, 
h,-2yg (u), 


így a A függvény valóban eleget tesz a felírt parciális differenciálegyenlet- 
nek. 


Megjegyzés: AZT: xe fix) xeD függvény grafikonjának z:-f(x)-nek 
z tengely körüli forgatásakor keletkező felület a z— f(x? 1-v?) függvény gra- 
fikonja. 


7. Igazolja, hogy ha g, és g, differenciálható egyváltozós 
függvények, akkor 


hr —2h th, —0, 
ahol 1—xg(xty)-tygolxe—y) Cy)ERT. 
hezgyttxgi 483 
hez 2gjtxgy bye], 
hezag tat igy 
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7 Ag ZET VB 
he sgrrxgi 482382. 
Behelyettesítve a parciális diflerenciálegyenletbe : 
(gy txgjhyg)— Agy tertxgi tygz) et 
- (xg1 1982 1 2g)-0, 
tehát 4-ra valóban teljesül az egyenlet, 
8. Fejezzük ki az 
f:D-AR DER 
függyény parciális deriváltjait polárkoordinátákkal ! 
A. polártranszformáció egyenletrendszere : 


mg AT 
t—rFreOS mp FERT, e[-S 2] a 


Z 
yz-rsin g, 
r-]f x24-yi íg, HERO; 04, 
arctg E, ha x:ű 
x 
PF 
arctg —-b- im, ha x--ű 
x 
p- 
kill ha x—-0,y-Ú 
2 
- , ha x—ü, yb. 


(Az origó eseién p-t nem értelmezzük, de azt kizártuk.) 
Értelmezzük a g függvényt a következőképpen : 


tm 37 
elr, p)— Ar cos gp; rsin g) reRt, pe[-5 5] 


ekkor: 


ö2 


Először külön meghatározzuk az és p függvények ax, ill. y szerinti parciáli- 
salt : 


dr cg x 
Öx Vx2-4-y2 F 
EY I no 











dx . yölxz] azáyi Fr r 
142 
"s 

öp 1 l xx  "x cosg 

dy vox o xlágt yo p 
14 


(Látjuk, hogy az origó kizárása lényeges volt; az y tengely origótól külön- 
böző pontjai esetén viszont parciálisaira a fenti értékeket kapjuk. Ezt külön 


nem igazoljuk.) 
Ennek alapján: 
.. Ög l őg . 
hgy 905 PT gp in 9 
b 98 . 1 de 
Í 7 ÉN p-- Be. p 


9. Írjuk fel a 


ég JÖN zt 
dszt gyi 
sikbeli Laplace-egyenlet polárkoordinátákban kifejezett alakját ! 
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A megoldáshoz felhasználjuk az előző feladat eredményeit. 


A g függvényt a 9. feladatban már értelmeztük. Ezzel: 


DE geelter 
dx2 drl dx yet a9 öx Ör v7 





ögg 5 08 1 d/g . 
e(géezer ke bo ja ing cos pr sin pcos p]- 


OPOr 








1( 0zg . dg ., 10g , 
—— sin pe cos pt-— sin — — sin 
Gz p pr EN Si" 31-k p övi Tt 
al 08 c0$ p sin ) 
rd4 PSUL VÍ: 
hasonlóan 
öyt Art or ér öv ? jé 
d [dy , l de C03 gp 
szg (Grsn eri zése) pr 


lá sin 188 4 97 i ún 
st — ém —— SÍN TM C03 — —— gin a co 


r ögör 





(a 


. 1 
F 


3rös sin hp cos p1-— ke cosz pa e 057 p— 
22 sin p cos P] 5 ; 
eg 
A két eredmény összegzéséből 
2p 52 
9 9 "e aa teos P-t sin? pjt 1 teosz p-siné p)- 
1 Be ui p-t sin p) 
r ay i 
Végeredményben tehát ; 


Bf VT Ve Log 1 93 
B0x? dyz dr or Or Fr dgz 


8 


Megjegyzés: Ez: az átalakítás olyan parciális differenciálegyenletek 
megoldásakor hasznos, amelyekben a peremfeltételek hengerszimmetriku- 
sak. 


10. Mely irányokban létezik az 


2xy 24 2 
f: 0 prea ayt ha xédgyésél 2 
0, ha x2-pyőm0  69JJER 


függvény iránymenti deriváltja az origóban ? 


Áz iránymenti derívált definíciója alapján azt kell vizsgálnunk, hogy et 
milyen értékeire létezik az alábbi határérték : 


Tim fügt t cos az, vgt-t sin §1— Ax. Fo) , 
Mat ni 
hol 3-0, ya—0. 
a Á 
Zécosasina 1 0 . sinM 


1ni — merrt — ———— e nr TT hr — rök 
rag f(008-at-sínéee) E rag 1 
határérték csak akkor létezhet, ha 


sín 26—0, azaz, ha a—ko kü, TI, ... . 


Ez azt jelenti, hogy az iránymeniti derívált csak a tengelyek irányában léte- 
zik, ezek pedig a parciális deriváltak. Az iránymenti deriváltak tehát bizo- 
nyos irányokra létezhetnek anélkül, hogy a függvény differenciálható lenne. 
11. Határozza meg az 
f:€yyoc(x-yy  (yyjeR 
függvény iránymenti deriváltját a Pa (2; 3) pontban az a— e 
irányban! 


f minden pontban, így a Pg pontban i ís difficrenciálható, tehát tétezik 
az z itánymenti deriváltja : 
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dj 
da 





-FÁ2; 3) cos ar fA2; 3) sin a, 
Po 


df 


der 





-X(—1 cos —-r(—2(—1) sin -V3—1. 
Po 3 3 


12. Határozza meg, mely irány esetén nulla az 

f:(x.yexory-3xyter  (x,yjeR 
függvény iránymenti deriváltja a P, (2; 0) pontban! 

Mivelfaz R?" minden pontjában differenciálható, így a Pg pontban tet- 
szőleges k csetén létezik az iránymenti derivált ; 

FX; Oz (39 —3yjlp, 7 12, 

PAZ; 0) ze(3y—3xt e] pp —5. 
Az irányménti derivált : 


2 1 cos úr— 5 sin x—Ű, 
eez 
amiből 
12 
Ig —m—z2 4, 
B TT 
ezzarcig 2 4-- kir, k-ü, El, .... 


13. Határozza meg, mely irányíok) esetén maximális az 
előző feladatban szereplő függvény Pp pontbeli iránymenti deri- 
váltja! 


Az előző feladatban láttuk, hogy az íránymenti derivált a ?g pont- 
ban: 
g:err 12005 X—5 sin e zElü; 2zi 


Ennek azon értékelt esetén lehet maximuma, mélyékre deriváltja nuilával 
egyenlő: 


F()— —13 sin 8— 5 cos xx — ő. 
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Ehbal: 


tea 2 
B 12" 


özélsőérték tehát az 
5 ; 
mzarotg [5] --re (Az 1, 2) 


irányokban lehet. 


Valóban maximuma van £-nék, ha ézen a helyen a második derivált értéke 
negatív : 4—2 esetén 


8£:5—12005471-5§sin a, 


sm 132— 5 
b ct — 42 e 7 z 0 
Tt — ir at — aA tt  -— P-ml ee keee———— ha 
g 8 § feretg[77 a 


he: p. 
1--I ——- 
( 13) 


a 
Tehat az g—arcíg (-3) helyen maximum van. Ez az irány az előző fel- 


adatban kapott irányra merőleges. Azt, hogy ez általánosan is igaz, a gra- 
diens-vektor értelmezésénél mutatjuk meg. ( Megjegyzés : k—1 esetén 9-nek 
minimurra van.) 


[4. Határozza meg az 


3 
fenye zzz CGDJERAIn yi 37-70) 


függvény iránymenti deriváltját a PX(2, Hh pontban az x4-3y—5 
egyenes irányvektora irányában ! 
Az egyénes irányvéktora : 
vé— 3; 1), 
a v irányába mutató egységvektot : 
l 


e (E; 
Vio Ft0 


57 


3 . 1 
tehát cos a— ——— , sin 1——— , 
KT Vio 
Of Zxy(xt vh) xtyix 
öx 525 ÉNEKET TS $§ FÁS; 1-4, 
gyagya 131 


tehát az iránymenti derivált értéke a fp pontban: 


öle tó Yó 6 


15. Határozza meg az 

f:G.yexe  (xyjeR 
függvény iránymenti deriváltját a P(2; 0) pontban, az a(3; 4) 
véktorra merőleges irányokban! 

Áz arra merőlegés vektorok : h(— 4; 3) és c (4; — 3). Egységvektoraik : 


4 3 g 3 
0, 1 ——; —k , tehát cos 8— —- ; sin 9——, 
b (6; 5" 5) Bsz egi sin fs; 
4 3 4 3 
pud mek HÉ tehát me, i mm — , 
e. G 5) COSy zi §iny—— 
A parciális deriváltak értéke a P) pontban : 


JÁ2OY-4, — f—(Z;0)—4, 








Hi 4 
döl 
dfl 4 
dy]p 5 





ami természetesen nem véletlen, hiszen y—7t-k B s és cos (7r-k be —eos ő, 
valamint sin (rr-- $)— —sin $. 
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16. Határozza meg az 


f:GyYexty  GYER 
forgási paraboloid P, (3; 1) pontjában az iránymenti derivált 
értékét a felület P) ponton áthaladó szintvonalának Fg-beli érin- 
tője irányában ! 


A szintvonal az xy sikkal párhuzamos sikban fekszik, tehát érintője is 
párhuzamos az xy sikkal, így az iránymenti derivált értéke nulla lesz íl. a 
12. feladat megjegyzését D). 

Ellenőrizzük számítással! 

A szintvonal egyenlete: 

x-gpyis IO. 

(28. ábra). 
Az OP, (3; 1), egy rá merőleges vektor a(— 1 ; 5), így az egységvekior 


1 7) 
e.h——; —[; 
zt 10" 10 


JÁ3;1—6, 


(35 1)—2, 
tehát az iránymenti derivált értéke: 


df 1 3 
nm. r —— pm]. 2:—zsf, 
6 ( gt 


10 
amint azt vártuk. 





28. ábra 
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4. Implicit függvények és deriválásuk 


oikgörbék megadhatók az 


FG,y-0 
egyenlettel Is. 
Legyen például 


F:(x,yj-y—xt (xyjERt, 


ekkor az F(x, y)jsy— xt—0 egyenletet kielégítő (x, y) koordiná- 
tájú pontok halmaza a síkon egy parabola. Ez a parabola az 


XX? xeR 


függvény grafikonjával azonos. 
Általában 15 érdemes vizsgálni azt a kérdést, milyen felté- 
telek teljesülése esetén létezik olyan 


egyváltozós függvény, amelyre teljesül, hogy 
F(x,fGYY-O — minden x€ED, esetén. 


szemiéletesen : az Fíx, yy—0 egyenlet annak a sikgörbének az 
egyenlete, amelyet a z : —F(x, y) egyenletű felületből a z—0 sik 
metsz ki. Természetesen megtörténhet, hogy nincs metszésvonal, 
vagy több metszésvonal van. 


Például a 
zaxigpyyi25 (xx yjeR 

felületnél nincs metszésvonal (hiszen zz25). Láttuk, hogy a 
2z—xtay?  (x,yjeR? 


felület esetén a metszésvonal az y—x, ill. v— —x egyenes, Iga- 
zolható, hogy ha F-re egy Cxo. ye D, esetén teljesülnek a kö- 
vetkező feltételek : 


F(xoyoa— 0, 
F az (xn yo) környezetében folytonos, 


F. létezik és nemnulla az (xo Yo) pont egy környezetében, 
akkor van az xg-nak olyan D, környezete, amelyben egyetlen 
olyan j I 


xer f (x) xeD fr 
függvény létezik, amelyre f(x) ya és 
F(x f(x)-0 minden xEéD-e. 


Továbbá, ha F differenciálható a P, pontban, akkor p is diffe- 
renciálható az xg helyen és : 


—F(Xxo yo) 
F.C yo) 

Hasonlóan az F(x, vy, 70 egyenlet bizonyos esetekben egy 
z:—zíx, y) felületet definiál, amely egy háromváltozós függ- 
vény szintfelületének tekinthető (I. II.2. 1). E kétváltozós impli- 
cit függvény létezésére és egyértelműségére az előbbihez hasonló 
feltételek teljesülése szükséges. A parciális deriváltak : 


F.ÁXxos yos zg) 
FáXxg Yo 7) 


. PÁAxo yo Zo) 
FÁXo Vos zg) 


Könnyű megmutatni, hogy amennyiben az implicit módon 
definiált függvények léteznek, a deriváltjaikat valóban így kell 
meghatározni. 

Vizsgáljuk meg ezt az egyváltozós esetben! 

Tegyük fel, hogy F-re teljesülnek az implicit függvény léte- 
zésének elégséges feltételei az (xo Yo) pontban, továbbá, hogy 
f ís differenciálható az xy pontban. Ekkor a közvetett függvény 
ailferenciálási szabálya szerint : 


FÁxoI9tFXxoyf 070, 


ahonnan 
; F(X yo) 
Xg — ET " 
f 69 § sXo Yo) 


y (xy 


zZ.(xo Y-T 


zZAxo Yo) - 
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A parciális deriváltak általában ismét kétváltozós függvé- 
nyek, így, ha az előzőekben emhtett feltételek teljesülnek, to- 
vább folytathatjuk a differenciálást, meghatározhatjuk y" érté- 
két 15. 

Differenciáljuk x szerint az előbb kapott 

F.4Fy —0 
egyenletet ! 

ELAELY (FA E) Ep" ab, 

a második derivált : 
na Ft 4 Egy 
ye — e . 
Aj 


Hasonlóan számíthatók ki kétváltozós függvény esetén is 
a magasabb rendű parciális deriváltak. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg y" értékét a P, (2; 4) pontban, ha 
xmp. 


Legyen 
F: (x, yy—xF—yt (a, ye RY2 
A Pp (2; 4) pont a görbe egy pontja, mivel 231— 42, E pontban F,70, így e 
pont környezetében létezik egy olyan függvény, amelyre F(x, Y—Ü. 
Deriváltja : 
, F. vaxy —1.. viny 


FS x9nx—xyeel 
Felhasználva, hogy xY—-y?X, 


yol etlny ogy 
; x? yt 
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, 2-Ín4 
y (2)- 7 ; 
-—-eln 2 
2 





2. Állapítsa meg, milyen feltételek mellett határoz meg az 
F(lx, y)- xy? — rt 0 (x, yje R? egyenlet egy differenciálható 
függvényt és adja meg a deriváltját ! 


g 







Fo (Xg Hg) 





mr r ax 


29. ábra 


A feladatban egy origó középpontú r sugarú kör egyenlete szerepel. 
Ha y:-0, akkor az egyenlet egyértelműen definiálja az 


p:xeeV re xE(—r,r) 


függvényt (29. ábra). 
E félkör P(x yo) pontbeli érintője merőlegés az adott pontba húzott 
sugárra, amelynek iránytangense : 


ig x770 s 
Ag 
Így az érintő iránytangense : 
tni ! NT 
——szy(xgh. 
yo 70 
Természetesen ugyanezt kapjuk iraplicit Függvényként való deriválással : 
ye ze 5 
F y 
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3. Határozza meg y" értékét, ha x— Ya 0 és F(xo Po)J—D, 
abol Fix, yi 21 y—3axy—0. I 

A feladatban 

F:(xyjeéiy—3axy  (xJERMK(0; 04 


327—3gy — X/—agy 
Ni Fr 3y2—3ax  y2—ax 


,. F, 

Mivel xg-Yo Így Y€xgs li. Behelyettesítéssei ellenőrizhető, hogy a 
3g 3a MENET 

Pa E 5) pont kielégíti az egyenletet, és a-0 esetben teljesülnek a de- 
riválhatóságra vonatkozó kikötések, hiszen ekkor 7-ars0l] 


4. Határozza meg, mely pontokban mulla az előző fel- 
adatbeli 

F(x, Ve xy 3axyzo 
egyenlettel definiált y függvény deriváltja ! 





Az előző feladatból: 
p. 
gy—-x a 
z— zi . 
y TIgx viístax 


aZ 

Ha y —Ű, akkor ay—xt 50, tehát y—— . Ezt az értéket az eredeti egyen- 
[di 

letbe helyettesítve : 


xő x2 


vagyis 


3 (175-3]-e 


amely egyenlet gyöket : 
Ag TT Ű, 


3 
kér állni ay 2. 
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Az x,7 Ü esetben : yy 0, így Ff—0), tehát az implicit függvény létezésére ki- 
mondott tétel kikötései nem teliesülnek. (Speciálisan, ha as, akkor az 
egyenlet az y— — x függvényt határozza meg, amelynek origóbeli deriváltja 
nemrrulla.) 


3 3 
xzay2 esetében ys- ay 4 
ÉS 
VIE GNo, így e helyen y —0. 


Megjegyzés; A 3. és a 4. feladatban szereplő impliciie adott függvény 
képe, az ún. Descartes-féle levél. (a 0 esetben I. a 30. ábrát B 


1) 





30. ábra 


E görbe paraméteres alakban is megadható : 
zat 7 3at 


Sk] , E rre Ha t—- a. 
iga 77-ig 0 TER-N 


Amint a grafikonból látható is, igazolható, hogy az origó kivételével a 
görbe minden pontjának van olyan környezete, amelyben egyetlen olyan 

X-rj(x) xeéD, 
függvény van, amely kielégíti az egyenletet. Az origóban a koordinátaten- 
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gelyek érintik a görbét. Mivel a görbe szimmetrikus az y— x egyeneste, így 
HZ 


az ; 7] pontbeli érintője erre merőleges. 


5. Határozza meg v értékét a PF, (. 5] pontban, ha 


2 
F(x,y)—x sin y— cos yt cos 2570. 
A Po pont koordinátái kielégítik az egyenletet! 
Fossin y, 

a á at 
F,zxcosyrsiny-—2 sia 2y és FÍL 7 70, 


így az egyenlet Pp környezetében egy függvényt határoz meg. 


, —siny 


s xcos yi sin y—2 sin 2y 

y(17-—I. 

Megjegyzés : Ha sin y 0, akkor az F(x, y)—0 egyenlet egyértelműen 
meghatároz egy x-raxtfy) függvényt, amelyre 


008 V—CcOSs 2 . 
ketetakAltáaktáa yeRfy ll siny—0) 


siny 
Deriváltja : 
cosy—coszy (—siny-42 sin 2y) s n y— (cos y— cos 2y) cosy 
ES) s sin? y j 


Ennek értéke az yző helyen: —1, amint az várható volt, hiszen az előző 
függvény inverzének deriváitját számítottuk ki, ami a most kapott érték 
reciproka. 
6. Határozza meg 
(92 
JxÖV Pg 
értékét, ha 
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234923 —37—0 
Po(—1: 1; 09. 


. Fr(xy, zet v ir 3z (x,y, 2)CRő, 
A bevezetőben láttuk, hogy 


öz FL —3x22 002 


ZF TIZ? 
hasonlóan 
Öz Fe 3yi yi 
d EZ 322—3 1—237 
Mivel F mindenütt folytonos és differenciálható, 
F(-1; 1500, 
így z.. ill. z létezik. a P) pontban. 
A keresett másodrendű parciális derivált : 
dxdy Sz dx (1—zf8" 
amelynek az értéke a P, pontban 
972 
——-el —0. 
öx öy Ip, 





7. Igazolja, hogy létezik olyan y: xn.y(x) x€ DEAK függ- 
vény, amely az origó környezetében egyértelmű megoldása a 


£yer— xe?" hanraz Ü 
egyenletnek ! 


Az origó koordinátái kielégítik az egyenletet: 
o. F(nyjreegyetexet  (xyjen 
mindenütt folytonos és differenciálható ; 


F.-2gye xeY 
folytonos és az origóban nullától különbözik. 


Így valóban létezik olyan y függvény, amely az origó környezetében 
egyértelmű megoklása az 


Fix, yy—0 egyenletnek. 
Deriváltja : 


F. 0 gyeree l 
mi zll ee — — neme ÉteeeemTTTTTTTti ! D ml 
EB 269—xe y Oz; 


8. Legyen z az a D,-R, D,CR! típusú függvény, amely- 
nek értékét minden alkalmas (x, yjeR2-re az 


x2—2y2322—4xt22—57-0 


egyenlet definiálja. 


Igazolja, hogy ec függvény másodrendű vegyes parciális dé- 
riváltjai egyenlőek ! 


Legyen 

F:(xy. H6x2—2y? 4 22—4x427—$, íx, y, zjeR3. 
Ekkor a 
, FEL .2x-4 2-x 


tn  ——r ra. 


né 
KE 2x42 1427 











parciálisok minden olyan pontban léteznek, amelyre 


(A zs — 1 eset azt jelenti, hogy a fenti egyenletet m mint z-re vonatkozó má- 
sodfokú egyenletet megoldva a diszkrimináns értéke nulla, így a deriváláskor 
nullával kellene osztanunk.) 
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A másodrendű vegyes parciálisok : 

Sz  ÖZp az —2Zy 2—x 

éx d —Bz 8x dx U-FzZY 1-rz" 

Az öz, 3z — 2-x 2y 

dyőöx 0z gy (Gá 1629 
valóban egyenkk. 





9. Határozza meg az 
Hx, y. z(x, pj-0 
egyenkttel defimált z függvény teljes differenciálját! (Tegyük 


. fel, hogy F differenciálható és Ff£0.) 


öz d tt FI PF. 
d2—— dx — dy— — 2 dx— E gy, 
Ax gy BE 
amit átalakítva és rendezve : 
F.dx4 F dy1-F, dz—0 


Uióbbit megkapjuk, ha az F:Dp--R D.CRŐ háromváltozós függvény 
teljes diflerenciálját írjuk fel. Ez indokolja a hibaszámításnál látott aikal- 
mazásokat : implicit alakból is meghatározható a teljes differenciál. 


10. A hibaszámításnái láttúk, hogy az adott függvériyt imp- 
hcitfüggvénynek tekintve sokszor. egyszerűbben juthatunk ered- 
ményhez. 

Lássunk erre egy feladatot ! 

Határozzuk meg az 


ax: 4 bx-t-e—bl 
egyenletből a gyökök relatív hibáját, ha 
az1 da—0,05, 


b——4 :": 4b—O I, 
és —5 dc5-ü,l. 


A megoldandó egyenlet 
x2—4x— 5-0, abonnan xyz 5; xs. —L 


Legyen 
Fia, b, c, xía, b, 0) maxi hx--c. 

F teljes differenciálja : 
Fidat Fedbt F.Act F 4Ax7—0. 

A parciálisokat raeghatározva, majd rendezve : 
Adat gyori 4ot do(tort b]—8, 





Fene] 
Ax-1——— el, 
! Zzaxtb 
ahonnan 
j 25 - 0,05-t-5 : 01-40, 1 
— —0,32, 
dx 10—4 
- 1-HÜ,1 
As7] LE - 005--0,L-k A] 904, 
-—2—4 
tehát a relatív hibák: 
A 
LM n0064, 220042. 
Xp . Aa o 


b 
Megjegyz És: A 2axtb—ű esetben x— "za vagyis ekkor XEXr 


Ekkor a dx csak a műveletek hibáira vonatkozó szabályok alapján hatá- 
rozható meg. 


11. Igazolja, hogy az 
en 
—— ert (a-0 állandó) 
axY 
egyenlettel definiált y : x--y(x) xé Rt függvénynek az 
ezi E 
497 a s, Ve Í 


pontban szélsőértéke van! 
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Legyen 


ey 
F : (x, y4--—— — eg, (xx, ye Rt2, 
axy 











Ekkor 

FO Ig, tehát Fo a görbén van, 
ayeVVaxy— gyeny I 

Ft —— xy f———— 

KEZE melett E mb i 

— e 
a— ref a — aM(e-1) 
F.lP.7 e Fél mezga] e" 
€—1 — a(e—1) 

—erf— ae£—1— et IZ nezett — get sz 70 
e—l. zp[7 e(e— 1) 
eVaxaxy— et?agx ji 1 

FF -— FR e. 

Y adxZy? ev [/ a] 

szeg — - - -g 

Flo, :( i ale sz] er l e 4 

yip j e (ale hez e est 

KRRNNNEN 

Mivci 

F(X yt 0, 

így v (ag) létezik és 

y(x— 0. 


A szélsőérték létezésének szükséges feitétele tehát teljesül. 
Be kell még látruú, hogy y(xg-ü. 
A bevezetőben láttuk, hogy 


a EGt2VEY Egy? 
ez E; 


Mivel a Pg pontban y—6, így csak Flp, értékét kell meghatároznunk : 
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l Í 1 2 
E ev [9 [7 s) r-t s) a ate 





axy j 
( ezi e 1 e 
e—i e [909 e—1 
F"lpzé 7 ha ed) ee 
töki e— E? e (e—- LB . 
a  —- d . e 
a 4—1 


tehát v(xg)-0, Így a függvénynek az adott pontban maximuma van. 

Megjegyzés : Ha az eredeti egyenletet átalakítjuk, rövidebben adódik 
ugyanez az eredmény : 

eaz 

erem —7 gő - 

axy . ú 
mivel (r, )eRtZ vehetjük mindkét oldal természetes alapú logaritmusát : 

axy—1ina—1]nx-IÍnyz-asx. 


Mivel a logaritmusfüggvény szigorúan monoton, így e függvénynek ugyan- 
ott van szélsőértéke, mint ahol az eredeti függvénynek. . 
Tehát: 


F-5axy—ina—nx—iny- ax (x,yjegté, 














bj e 


(€— 1 


ÁÁ nevező: 0. 


Az előzőhöz hasonlóan a második derivált adott pontbeli értékének 
meghatározásához csak Félp, szükséges. 
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I 


FŐ tn 5ezű 
xx Po 1 
xg 


tehát y"(xg)-0, Így a függvénynek az adott pontban maximuma van. 

E megoldásból az is látszik, hogy több szélsőértékhely nem lehet, 
ugyanis, ha y 50), akkor gy ak0, Így 

MENNEL 

ay] 

amelyet behelyettesítve az 

axry—1]1n a—]n x— in ysax 
egyenletbe, átalakítások után 

in(y—1)—lny-t1—0 
adódik, amiből pedig 


12. Legyen g : D--R differenciálható egyváltozós függvény, 
továbbá 


z:D-R DER 
olyan kétváltozós függvény, amelyet a 


[5] 
v 
egyenlet definiál. (Feltesszük, hogy (x, y) e D, esetén 7 eh.) 
Igazoljuk, hogy e kétváltozós függvény megoldása az 


differenciálegyenletnek ! 
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z 
Jelölje a z—xp E) m() egyenlet bal oldalán álió függvényt F, vagyis 


Fisz-xe[5] DC R5. 


Mivel 
82 F.. és Sz F, 
öz, gy 


az F.0 feltétel teljesülése esetén az igazolásra váró egyenlőség az 


xF.tyF.tzFj-0 
egyenlettel ekvivalens. . 


(Mivel a egyváltozós függvény, helyes a g" jelölés.) Behelyettesítve : 


zt xz éz xz íz z 
melee 


hiszen ebből indultunk ki! 
A fenti implicit függvény tehát valóban megoldása a parciális diffe- 
renciálegyenletnek, amely a kúpfelületek jelkimző egyenlete, 


13. Legyen p : D-- R differenciálható egyváltozós függvény, 
továbbá 

z:D-R DER 
olyan kétváltozós függvény, amelyet az 

x— azzgíy— bz) . 
egyenlet definiál. ( Feltesszük, hogy (x, 9)eD, esetén y—bze D.) 


104 


Igazoljuk, hogy e kétváltozós függvény megoldása az 

az Sz 
azgtb a 
differenciálegyenletnek ! 


s] 


Az előző feladathoz hasonlóan legyen 
F:29(y—bz—xd4az  DpCKRŐ. 
Ekkor az igazolandó egyenlőség (F-ü esetén) 
aFetbF,tF.z0. 
F parciálisai; 
F.——1; Fszp(y-—b2; F-—bw(y—bz)i- a. 
(e-vel jelöltük a g egyváltozós függvény deriváltját.) 
Helyvettesítéssel : 
m—atbrty—tz—bpb—bz)taz0. 


A függvény tehát valóban megoldása a parciális differencsiálegyenlei- 
nek, a hengerfelületek jellemző egyenleteinek. 


5, A kétváltozós függvények Taylor-sora 


Ismert, hogy bármely, egy Pa pont környezetében r1-t 1-szer 
differenciálható egyváltozós függvényt € pont környezetében 
elég pontosan közelíthetünk egy r-edfokú polinommal : a függ- 
vény Taylor-polinomjával. Ennek általánosításaként értelmez- 
zük a kétváltozós függvény Taylor-polinomját. 

Ha az 


f:D-R DcR 
kétváltozós függvény a FX(xo Po) és a P(xgt Ax, yot dy) pon- 
tokban, valamint a PP szakasz pontjaiban értelmezett, és a 
pontokban a függvény (n-t 1)-ed és ennél alacsonyabb rendű 


parciális deriváltjai léteznek és folytonosak, akkor itt fa Ax és 
dy n-edfokú polinomjával közelíthető. 
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Tekintsük ugyanis a következő egyváltozós függvényt : 
h : teflxotidx, ya-Htidvy)  TE[O;13. 


Az fire tett kikötések teljesülése esetén kh n-- 1-szer differenciál- 
ható, így a 0 helyhez tartozó Taylor-polinomja a maradék- 
tapgal : 


htm) LD, 4 HD pg, 4. HOD 


hirt 14E) 
n-t1! 
ahol! 9—£— f. 


Áz összetett függvény differenciálási szabálya (I. III.3.c) miatt : 
h (0— f(x Jdr HI Ax VAY, 
he (V- fr ro ILJA Kxo FdAxdyit 


FIA xos Vo(dyy. 


( Felbasználtuk, hogy feX(Xxo Y9—5(te y) a parciálisok foly- 
tonossága miatt, ) 
Formálisan 1" a következőképpen írható : 


.- 19 ag gy 
: -[g; Ax y) f 
Hasonlóan írható fela A jörvláti n-edik deriváltja is : 
hp) a B dos] fe 
Figyelembe véve még, hogy. 
Mh-fügt Ax; yot Ay) 


Át Taylor-polinomjából adódik az f kétváltozós függvény 7-ed- 
fokú Taytor-polinomja a maradéktaggal : 


fot dx; yot dyj- 


4 


érti — zEf0;1], 


e a 1í98 d k 
zfixg; 904 2 ki És 4xtg Jyl firpot 
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ed (2. gi 
pi 4-1 ! ax dy gy Pi? 
ahol P, PaP szakasz pontja. 
Ha f.tetszőlegesen sokszor differenciálható a F, pont előb- 
bi környezetében, akkor f Taylor-sora a P, pontban : 


f(xgt Ax; yot 4y)-f(xo Yojrt 


-iíí8 av 
t 2 alt át 4y TIP 


Gyakorló feladatok 
I. Írja fel az 


F:CGYeVI— yt, . DF fesyeRölx2ryzI) 


függvény P(0; 0) helyhez tartozó Taylor-sorának néhány tag- 
ját ! 


A feládat megoldásánál alkalmazzuk az egyváltozós függvények köré- 
ból ismert binorniális sort : 


szei 22 ar — T(x — 2) 3 


(1-7-rFe1-hez-t 3] Fh...; zéc(—E; 1), 





esetünkben : . . 
1 
Vt— 2 yt [13-(—x2— TT , 
tehát / Ta oesokai 


seta d egy 2 [22] es 
zi — (a) 22-02 v2j... 


Mivel az értelmezési tartomány pontjaiban x2--y"si, Így a sor az egység- 
sugarú körlap határpontjai kivételével előállítja a függvényt. 
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2. Írja fel az 
f:(x,yje e T—Jö— xeRIh, yeR (3): 
függvény origőhoz tartozó Taylor-sorának néhány tagját ! 
Isrnert, hogy 


1 
hasonlóan : 


I 1 1 1 yi 
3—y 3 y (ni zt J 
3 


1 
TE 1-t-x-tatgx3a . . ha [5]-- 1 (geometriai sor), 


ha [yI-3. 

Ha az ix] 1! és [y1-— 3 feltételek teljesülése esetén képezzük a két vég- 
telen sor Cauchy-szorzatát, amely az abszolút konvergencia miatt átrendez- 
hető, kapjuk, hogy : 


l y xy 
. (xy) Itetztéa ette tt 
(x,y) -( ; tgtt tag 


DzíxeR] klet, yeR [ [y1-3k 


A sor tehát csak az [x]- 1 és [1-3 feltételek teljesülése esetén állítja elő az 7 
függvényt. 


3. Határozzuk meg / abszolút hibáját, ha 


T:(x, y,z)-rcosí(xtytz)— cos x cos y cos z 
(x,y, 2JER 


xozYosza—Ű, 
valamint 
d4Ax— 4dy— 4Az—0, I. 
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A függvény minden elsőrendű parciálisa az origóban nulla, hiszen 
sin 0—0. Mivel azonban hibakorlát nem lehet nulla, így a feladat egyen: 
értékű azzal, hogy f Taylor-sorának első el nem tűnő tagját kell megkeres- 


nünk. Felhasználva, hogy 


z s 
c06 61-61 Tis ré RK, 
21 4! 
tenát : 
xtytzy  (xtyrzjt 
cos (segg) ETET HC 


Hasonlóan : 


1 z z ) 
08 rcosy cosza(1-5) a Jt It "rurritád b 
Mindkét tagból csak a legfeljebb másodfokú tagokat figyelembe véve (az 


abszalút konvergencia miatt a sor átrendezhető) : 


cas (x-tBy-zj— cos x cos y 008 z— 


(xty-Hzjé ..]- 
IGN TENNI tk. -[ saz menj 


sz —(xy4yzt XDA xs sg 
tehát 4/7—0 03. 


4. Határozza meg az 
f: (x,y — 05 2 xéR yeR[ c05y-ő 


függvény origóhoz tartozó Taylor-polinomjának legfeljebb má- 
sodfokú tagjait ! 


cos x és cog y origóhoz tartozó Tayior-sorából egyaránt csak az első 
két tagot vesszük ügyelembe, és a nevezőt geometriai sorral közelítjük : 


HAME egz 
21 
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Megjegyzés: Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk; ha Mep- 
határozzuk az első- és másodrendű parciálisok értékét az orighban. s esek 
segítségével írjuk fel a Taylor-polinomot. 








Ugyanis : 
ft ; — £40;0£0, 
se; 5405 0-0, 
xx ogy fEAO;O— -1, 
Így ree ; f(050)—0, 
Innen : 
fény 1-T eze 


Ha további tagokat akarunk meghatározni f Taylor-sorából, akkor a deri- 
válás folytatása helyett egy másik módszer célravezetőbb. 

Írjuk fel cos x és c0s y sorának néhány tagját, és végezzük el a kijelölt 
osztást a legalacsonyabb kitevőjű tagokkal kezdve ! . 





xt o xt y dl x2. yi 
EME a :(1- 2124 -..]J--t 
I pé y 
15 7 
ök b A B yz- FT Ed 1 
22 a u 7 
-(-7- E ső 
FSSCIET ő .) 
TEMES EGE NS 
2 a 4 u no a 
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u a a 120 
Az OSztást a fenti módon folytatva 7 Taylor-sorának negyedfokú tag- 
jai; 


49 ey 
24 24 497 


(Ha még további tagok is szükségesek, akkor cos x és cosy sorának maga- 
sabb rendű tagját is ügyelembe kel! vennünk !) i 

5. Igazolja, hogy ha Ama és B:-5b:-Ű, akkor 

4A-t-a A a b ab § 

5rb-sUt9 BOABT BET 

4--a A ( a ) 1 

SZofÍ111—1——. 

B-h B 


Mivel ka je (, így az utolsó tényezű : 





b NN 
tt [ — — áá örmetriai sorhk 
1.2 BB pt úge 

B 


Ezt figyelembe v véve kapjuk, hogy : 
Ata A b b ] 
1——1-—p— tt... [7 
B-b B 5 a) Hi dé 
4 a.b ab Zs. A 
B. 4 B AB B 
amivel állításunkat igazoltuk. 
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6. A kétváltozós függvények szélsőértéke, 
feltételes szélsőérték 


A P, pontot az f kétváltozós függvény lokális maximum- 
(minimum-) helyének nevezzük, ha Po-nak van olyan környe- 
zete, amelyben f(Po)-nál nagyobb (kisebb) függvényérték nincs. 

A P, pont az f abszolát maximume, ill. minímumkelye, ha 
f(P)--f(P) (I. f(Po.((P)) minden PE D,,Pz P, esetén. Ha az 
f kétváltozós függvénynek a PXxo yo) pontban lokális szélső- 
értéke van, és c pontban a függvény differenciálható, akkor : 


. SÁAxoYo—0 és — fixa Yo 0. 


E feltétel szükségessége azonnal látható, hiszen ha a P, pont 
lokális szélsőértékhely, akkor az j 


raflx,Yo) - és yeftxoy) 


egyváltozós függyényeknek is lokális szélsőértékük van az Xg 
ill. yy helyen. 

A feltétel azonban nem elégséges feltétele a lokális szélső- 
érték létezésének. Lehetséges ugyanis, hogy az előbb említett 
két egyváltozós függvénynek külön-külön szélsőértéke van a P, 
pontban, de ezek különböző minőségűek. (Például a II.2.-ben 
látott nyeregfelületnek az origóban rögzített x mellett maximu- 
ma, rögzített y mellett pedig minirmnuma van.) 

Hasonlóképpen előfordulhat, hogy ezen egyváltozós függ- 
vények valamelyikének vagy mindkettőnek inflexiós pontja van 
a P, pontban. Ilyen például az 


f:evyir—xey (x,pjeR 


függvény, amelynek grafikonját a 31. ábra mutatja. E függvény- 
nek az origóban rögzített vy mellett maximuma, rögzített x mel- 
lett pedig inflexiós pontja van. 

A szélsőérték létezésének elégséges feltétele III.5. alapján 
adható meg. 

Mivel a Pa pontban az elsőrendű parciálisok nullák, így 
PFP, kis környezetében df előjelét az 


Fokro yo Ax)" tf Ax n Po dyjék ZA xs Yojáxdy 
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31. ábra 


kvadratikus alak határozza meg. Ha ezen kvadratikus alak elő- 
jele állandó, azaz, ha ez (pozitív vagy negatív) definit, akkor a 
Po pontban biztosan van szélsőérték. 

Ez akkor teljesül, ha 


Jakxo 9 ÍxkxoIR9[ a. 
yos Íkro:yo) 


Ha fe. xo; Yo) pozitív, akkor f-nek a Pa pontban minimuma, ha 
negatív, maximuma van. Ha a determináns értéke negatív, biz- 
tosan niucs szélsőérték, ha nulla, akkor további vizsgálat dönt- 
heti el, hogy van-e szélsőérték, azonban ezzel könyvünkben nem 
foglalkozunk. 

A lokális szélsőértéket tehát a következő módon kereshet- 
jük meg: az 

f-0 és f-0 
egyenletrendszerből megkapjuk a lehetséges szélsőértékhelye- 
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ket, majd e pontokban megvizsgálva a fenti determináns elő- 
jelét, megállapítjuk, hogy van-e valóban szélsőérték. 

Három, ili. több változó esetén hasonlóan járhatunk el. 
(A változókat XI, Xos . . .; xrnel jelölve.) Á lehetséges szélső- 
értékhelyeket az 


fsz0 i-l,...n 


egyenletrendszer megoldásai adják. 
Ezekben a P pontokban megvizsgáljuk a következő soro- 
zat előjelét : 


út Fax A Pdfxas(P) Tsszi(P). - Fesz] 
1; fo. lP: keseg a veeegázeseresere . 


IxazáPdfzxazkP) TsnxitP) - - fenn) 


Ha e sorozat állandá, ill. váltakozó előjelű, akkor az adott pont- 
ban minimuma, ill. maximuma van a függvénynek. Az abszo- 
lút szélsőértékre vonatkozik a következő tétel : 

Ha az f kétváltozós függvény folytonos a TER" korlátos, 
zárt tartományban, akkor itt f felveszi legnagyobb, ill. legkisebb 
értékét, 

Abszolút szélsőértékhely keresésekor először a tartomány 
belsejében, majd a tartomány határán keressük meg a szélső- 
értékhelyeket, s ezen, általában véges sok függvényérték közül 
már kiválasztható a legkisebt, ili. legnagyobb. 

Sok esetben szükséges az f kétváltozós függvény szélsőérté- 
kének meghatározása a pí(x, vyj— b feltétel mellett. Szemlélete- 
sen : az ffüggvény grafikonjából a g(x, vyj— 0 egyenletű görbére 
állított z tengellyel párhuzamos alkotójú henger egy térbeli gör- 
bét metsz ki. E térgörbén keressük f maximumát, ill, minimu- 
mát (32. ábra). 

A feladat — a szükséges feltétel szempontjából — egyen- 
értékű a következővel; 


Keressük az 
F: (xy. Je f(x,y4-Ag(xy)  AER, (xyeDND, 
függvény feltétel nélküli szélsőértékét. 
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32. abra 


Ugyanis p minden pontjában p(x, y)—0, teháte pontokban 
F-fs FEszf  Fizo 


Háromváltozós függvény esetén maximálisan két feltétel adhat 
meg. Az eljárás az előzőhöz hasonló : Ha tehát a g háromválto 
zós függvény szélsőértékét keressük a mi(x,y,72j—0 é 
p.(x, y, 27—0 feltételek mellett, akkor ez a 


G : 3.2 Ag AJPfOy,21gp(x, y, 2)--Apo(x, y, 2), 
A ER, 4a€R, (x,y. zeDpnbD nb, 


feltétel nélküli szélsőértékének meghatározását jelenti. 


Gyakorló feladatok 


1, Keresse meg az 
f: Gyje2x5"ty—2xyi4x—2yt5  (x,yjeRZ 
függvény lokális szélsőértékhelyeit ! 
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f parciális deriváltjai : 
f.-4x—2y44, 


fys2y—2x—2. 


Szélsőérték abban a pontban lehet, amelyben mindkét parciális derivált 
értéke nulla, azaz 


4x—2y-4H4—0, 
2y—2x-—2-0. 


Az egyenletrendszer megoldása : 

xyz—i;  9yy—0 
a másodrendű parciális deriváltak : 

f2A—1:0)—4; — 77(—1:0-2; — 47(—150——2, 
a determináns tehát : 


Hölt 


40. 
—a aj 


A (— 1; 0) pontban van szélsőérték, és ez minimumhefy, mivel ítt f..0. 


2. Határozza meg, mely pontban van az 


f: (x, pjr(x2— 690 —dy)  (yER 
függvénynek lokális szélsőértéke ! 


Az elsőrendű parciálisok : 
f.z(0x—AdWy— 4y), 
f7(x7 —6x9(2y—4). 
Szélsőérték csak azokban a pontokban lehet, amelyekre : 


(2x—6jyíy— he 
és 
x(x—6)(2y— 4) 0. 


Í16 


Az első egyenletből x— 3 vagy y—0, ill. y— 4; hasonlóan a másodikból y—2 
vagy xsŰ, ill. x—6. Ennek megfelelően a lehetséges szélsőértékhelyek: 


PG; 2; PO; 0); P:(O; 4); P-(ó; 0); P:(6; 4. 
A második deriváltak : 


Fax 200 —dy), — fyz2d(x—őx — f47(2x—6k2y— 9 
A P, pontban a detérminánys : 


-8 0 
o ege 


tehát van szélsőérték, s mivel 7" (P)--0, Így ez maximum. 
A többi pontban a determináns értéke negatív, Így e pontokban szélső- 
érték nincs. jú 3 


Megjegyzés : AZ 
fex, y9—x(x— vív —4) 


alakból azonnal látszik, hogy x—Ű ; 6, ill. v— 0; 4 esetben f-nek nem lehet 
szélsőértéke, hiszen / c helyek környezetében pozitív és negatív értékeket 
egyaránt felvesz. 


3. Mérési eredmények kiértékelésekor gyakran találkozunk 
az alábbi feladattal. 

A mérés eredményeként a P(x. 94). . . P.O: Xn) pontokat 
kapjuk. 

Határozza meg azt az y— 4xt B egyenletű egyenest, amely 
a legjobban közelíti az adott mérési pontokat ! 


A legjobb közelítés azt jelenti, hogy A, B értékét úgy kell 
megbatározni, hogy az 


f:(4,Bj- 2 (4dxrtB—-y)"  (4.BJER? 
iml 
függvénynek minimuma legyen. 


117 


Az elsőrendű parciálisok : 


FE 
FTÁA, By- 2 2xádxyrtB-—y) 
imi 


ri 
fp(A, B)— 2 ÁAx;tB—y,); 
imli 
a szükséges feltételek : 
tt 


H H 
1. A 5, xftB 2 77 2 Xg 70, 
td fm 1 ii 


Hi hú 
(2. AZ xrtnB— 2 yy0. 
isaj fom] 


Jelöljük az x, értékek számtani közepét X-sa 


ekkor 2. a következőképpen Írható : 
Bs — ÁAX1-F. 
Ezt 1.-be helyettesítve kapjuk, hogy 
Fr 
- 2 xx 
I huj 
15 4-8 
Te 7 


(A nevező az úgynevezett empírikus szórásnégyzet, amelyet o7-tel jelölnek, 
0720.) 
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A másodrendű parciális deriváltak :; 


gr o z 
9272 A70 
gr 
öB2 7 
er z 
s— ] bazi K. 
04 0B 2 ez ánbi 


A. determináns értéke tehát: 


Ft 
22 xi Várára 

a 

já an — ántol 0, 


így van szélsőérték, és az minimum, mert az A szerinti második parciális 
derivált is pozitiv. 


Megjegyzés: Ha a mérési pontok közelítőleg az yebef egyenletű 
görbére illeszkednek, A és A meghatározása az előző feladatra visszavezei- 
hető, Ugyanis : 


Inyszíln bt Ax 
(feltéve, hogy 470, és y,—0), ekkor ÍnycYF és Inb— 8 helyettesítéssel 
Y—-Ax4-B adódik, Hasonlóan vezethető vissza az alapfeladatra az v—bx 
kapcsolat is. 

4. Határozza meg a 

z—4—x?—2yt  (x,yjekt 


egyenletű felület zz0 része és az xy sík által határolt térrészbe 
írható maximális térfogatú téglatest oldalait, ha a téglatest lap- 
jai a koordinátasíkokkal párhuzamosak ! 


a) Az ábrából láthatóan 
VE ÁXxYZ, 
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ahol, mivel a P pont a felületen van 


2-4—x7— gy? 


Tehát a 


Vo4xcy(4— x9—2yő)előxy—419y—8xy5, 
Dy-f(x, JER] x,yz0, x24-2yósd) 


kétváltozós függvény abszolút szélsőértékét keressük. Mivel a függvény 
értéke a határokon mindenütt nulla, belül pozitív, ezért a maxiróumhely 
csak lokális szélsőértékhely lehet. 

Az elsőrendű parciális deriváltak ; 


Vő-a16y—12x2y 85 —4y(4—3x2—2yő), 
V-16x—46—24xy"z4x(4—x?— 672), 


Mivel x—Ú, ill. y—0 esetén a térfogat nem lehet maximális, így a lehetséges 
szélsőértékhelyeket az alábbi egyenletrendszer szolgáltatja : 


3x2-4-2y!—4, 
x246y-—4, 


amelynek megoldása (csak a pozitív értékek figyelembevételévely: x— 1; 


2 
y-2 ; tehát 2-2. Így a téglatest oldalai; 2: V2; 2. 
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Mivel egy korlátos, zárt tartományon folytonos függvény itt felveszi 
legnagyobb értékét, s a tartomány határain f(x, yy— 0, biztos, hogy € pont 
valóban maximumhely. Azt, hogy tényleg a maximális térfogatú téglatest 
adatait határoztuk meg, az elégséges feltétel vizsgálatával is beláthatjuk : 


Vá ( ; §- —122--0, 


kt 
Vo 


1J- en 


v7 h5]--e 


xy V 


A determináns 


—iízy2 -8 


-8 —-24K2 


sz512--0, 








tehát van szélsőérték, és az maximum, mert V, e helyen negatív, 


b) Öldjuk meg a feladatot feltételes szélsőértékfeladatként ! 
Keressük a 


Vo őxyz (x3, zjeRtő 


függvény maximumát azzal a feltétellel, hogy a F(x,y,z) pont az XA je 
-t2y"ttz—4—0 felületen van. Keressük tehát az 


fsdxcvz—A(x24.2y2rz—d) . (x,y,zjeRTő, AER 


függvény maximurnát. 
A szélsőérték létezésének szükséges feltétele, hogy az összes változó 
szerinti parciális derivált nulla legyen: 


F(x, y, 2, dd—4yz—24x—0, 

F.Xx, y, 2, )—4xz—44y—0, 

F(X, Ps 2 A) 4xy— A—-0, 
F(x,y,z, ky —xit2yítz—4—0. 
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Az első egyenletet x-szel, a másodikat y-nal, a harmadikat z-vel sza- 
rozzuk : 


Axyzs2dxtsddyó— Az; 
mivel a maximumhelyen xyz 0, tehát: 
2—2x2— 4yi, 
Ezt az utolsó egyenletbe helyettesítve kapjuk, hogy 2—2, tehát x—1 és 


2 
y- 2 , ami megfelel előző eredményünknek. 


5. Határozza meg a 
2x23y:4-4z2—1 


egyenletű ellipszoidba írt maximális térfogatú hasáb adatait! 
(A hasáb lapjai a koordinátasikokkal párhuzamosak.) 





a) A 34. ábrából leolvasható, hogy V—8xyz. 
A téglatest csúcsa a felületen van, ezért 


ya Y1—2x?— 4z7 , 


Keressük tehát a 


V-xzy1—2x2—4zt  Dp-((x,2JERTSj1—2x7— 4zts0) 


függvény maximumát. 
A tartomány határain F(x, zh—0, belsejében pedig értéke pozitív, 
így a keresett szélzsőértékhely lokális maximumbhel[y. 
FVző, így ugyanott van maximurna, ahol az 


Hi  — 


64 
függvénynek, tehát az 
u— xözt o zx tr 4xtzt (x, ze D, 
maximumát kell keresnünk. 
at elsőrendű parciálisai : 
u Dxz? — Baz —8xzt—2xzK1 —4x2—4z?), 


u 2x7z—4xz—16x723 e2zx(1—2x7— 87) 


Fudijuk, hogy x—0, ül. 7—0 esetén nincs maximum, így a lehetséges 
maximumhelyet azi 


1—4x— 471—0, - 
1—2x?— 8z£—0 


egyenletrendszer megoldása adja, amely 


VS. VR. 
eg gp; 
Az, hogy itt valóban maximumhely van, az előző feladat meggondolá- 
sából következik. 
b) Oldjuk meg a feladatot feltételes szélsőérték feladatként ! Keressük 
a V—$xyz (x,y, ERT? függvény maximumát, azzal a feltétellel, hogy 


V3 
3 


YE — 
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a P(x, y, z) pont az ellipszóidon van. Keressük tehát az 

Fsz8xyz-- A(2x2ryt4z2—1)  AER (x,y.jeRt 
függvény feltétel nélküli szélsőértékét. 

F elsőrendű parciálisai : 

F.e$gyz-t Ax, 

EF —m8xz- Agy, 

F.-8xy-t ASz, 

F.z2xt ay" 4z7—I, 
ebből az előző feladatban látotthoz hasonló átalakításokkal 

— dosz A4x]—A2yt—ABzée0, 99-29 z4z 
adódik, amit az utolsó égyenletbe behelyettesítve : 


V3 


Ú Ézztünrini 


3 
adódik, ami az előző eredménnyel megegyező. 


6. Határozza meg az 


1 49 
: RG TT Té 43 
f:(x,3,2) xtytz (x,y, 2ER 
függvény minimumát, ha 

xtytz- 12. 

Meg kell keresni az 


1 d 5 
Feztgyztáeetyt zt 12) JER (x,y, zjeD 


függvény feltétel nélküli szélsőértékét. 
A parciális deriváltak : 


F(x, y, z, A) — — tr Ü, 


124 


4 
T hr 
FÁX, Na Zs Aj "it AszW), 
3 A) ? A 
FÁXx, y, z, Ah —at —Ú, 
F.(x,y, 2, )-xtytz—12—0 


1 
Az első három egyenletből 7 at kifejezve (mivel A0) ; 
1 z2 
— — 2 ÍLÉ § 
A d 
de mert x, y, z egyaránt pozitív, 


FF z 
A —w 


2 


Ezt a feltételbe helyettesítve : x— 2; vy— 4; 2—6 a megoldás. 


7. Határozza meg a 
sin x sin y sin z szorzat maximumát, ha x, y, z egy három- 
SZÖR szögei, azaz : 


Xz?y-4-zsi és x,y, zzŰ, 


a) A feltételből 
27—8—X—gy, 
tehát 
sin zssin (xy). 
Kercsnünk kell a 
g:Gyjesinxsinysinlxty)  Dos((yjeRTlxtyza) 


függvény maximumát. Az értelmezési tartományt bővítettük az x—Ú, ys0 

határpontokkal. E pontokban ef x, vyj 0, tehát a keresett maximumhety lo- 

kális szélsőértékhely lesz. (g értelmezési tartományát a 35. ábra mutatja.) 
£ elsőrendű parciálisai : 


z.-cosy sín y sin (xy) sin x sin y cos (x-ty) 
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£,—sin x cos y sin (x-by)-- sin x sin y cos (xy) 


Mivel maximumhbelyet kercsünk, így sin xsinyzü, a szélsőértékhely koor- 
díinátái tehát a következő egyenletrendszerbűl adódnak : 


c08 x sin (x-Hy)-bsin x cos (xty)—ő, 
cos y sin (x-hy)--sin y cos (xt-yje0. 


ÁAz első egyenlet ; 


sin ((xi-y)-x)—0, 
azaz 
2xtyskn keEZ 


Mivel háromszög szögeiről van szó, így csak As 1-nek van értelme, tehát : 
Zxtyeim, 

hasonlóan a második egyenletből : 
Xt2yz-Ir. 

A két egyenletből : 


KSS — 7 § 
azaz a szorzat szabályos háromszog esetén maximális. Mivel korlátos, zárt 
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tartományban kerestük g maximumát (£ folytonos), s e tartomány határain 
a függvényérték nulla, a belső pontokban g5-ő, így a maximumhely a tar- 
tomány belsejében levő egyetlen lehetséges szélsőértékhely. 


b) A feladatot feltételes szélsőérték-feladatként is megoldhatjuk : 
Keressük az 
F-sin x sin y sin 23 4Alx3y-tz—1r) ER, (x,y, 2Elo; xy 


függyény maximumát. 
A lehetséges szélsőértékhelyet szolgáltató egyenletrendszer : 


FÁx, y, z, Ae cos x sin y sin 23 40), 
Flo, y, z, A)—sin x cos y sin z31-4—0, 
FÁ(x, y. 2, A)—sin x sin y cos 2-HA-0), 
Fix, y, 2, 4d—xtytz——0. 

Az első három egyenletből: 


—4A—cosxsinysinz, 
—4Az-sin x cos y sin z, 
— 4—sin x sin y cos z, 


mivel a maximumhelyen sin x sin y sin z5-0, így ezekből átrendezéssel : 


cíg x—ete y, 
111. 
ctg y-cigz, 
és mert egy háromszög szögeiről van szó : 


TE 
XYZ s 


3 


8, Határozza meg az 


S: 6 ye 629097 —dy) FF yek 


függvény legkisebb és legnagyobb értékét az x— 0, y— 0, xt-y—6 
egyenesekkel határolt zárt tartományban ! 


Í27 


P(3:2) 


36. ábra 


Korlátos, zárt tartományról van szó, ezért f itt biztosan felveszi leg- 
kisebb és legnagyobb értékeit. A 2. feladatban láttuk, hogy a függvénynek 
csak a P(3: 2 pontban van lokális maximuma. E. pont a tartomány belsejé- 
ben van, és Itt 


F(3: 24—36. 
Vizsgáljuk meg / viselkedését a tartomány határain! 


Ha x::Ü, vagy y0, akkor f—0. 
Ha x73-y—6, azaz xb —y, 


akkor a függvény 
vre(y?—Gyiyő—dy) — pe[0; 6]. 


Keressük ezen egyváltozós függvény szélsőértékhelyeit. (y- 0, ill. 6 esetén 
a függvényérték zérus, így csak belső pontban lehet szélsőérték.) A függvény 
deriváltja : 


y--(2y—6(y"—4y)--(p"—6yX2y— 4). 
A. derivált zérushelyei : 

yisÚ; v— (54 V3); 477 (- 3. 
Mivel x—6—y, Így 

xy56; m16-V5; x—T (3--V3). 
/ helyettesítési értékei c pontokban : 


FPD-0, 
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MPsz—2543, 
F(Pa)ss 33.08. 


A függvény tehát adott tartornánybeli legnagyobb értékét a tartomány 
belsejében, a P(3; 2) pontban ; legkisebb értékét a tartomány határán a 


3 3 
Pa GC 5-4: 56-VB] 


pontban veszi fel. 


10. Határozza meg az 
f: Ce yyrryt2x—3)  (xyjeR 


függvény legnagyobb és legkisebb értékét a 37. ábrán látható 
zárt tartományon ! 





37. ábra 


Mivel a tartomány korlátos és zárt, Így 7 valóban felveszi legkisebb és 
legnagyobb értékeit. 


felsőtendű parciálisai : 
f,/2y 
ÉS 


így lokális szélsőértékhely csak a P(I,5; 0) pontban, lehet (e pont a tarto- 
mány határán van), itt pedig a függvényérték nulla. 
Vizssáljuk meg / viselkedését a tartomány határain ! 


Hayzú0, — akkor f(x; 0)—0. 
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Hax:s2, akkor fíi2;y-vY PE[O;4], 1tt üz f(2; s 4. 
Ha y—x?, akkor a függvény : 
xmext(2x—3g) xElü;2k 


Ezen egyváltozós függvény lokális szélsőértékei az x,— 0 és az x—] pont- 
ban lehetnek. Mivel y— x", tehát yj—Ű és y— 1. 


A függvényértékek : 
J(PD)—-0; — /(PJ——I. 


(Az xz-ű, ill. x—2 esetet már előzőleg figyelembe vettiik,) 


A függvény tehát legkisebb értékét az (1 ; 1) pontban, legnagyobb érté- 


két a (2; 4) pontban veszi fel. 


11. Határozza meg az 


f:(Cax,y)hex-yt 0 (x,yjekR 


függvénynek a 38. ábrán látható zárt tartományon felvett leg- 
kisebb, ill. legnagyobb értékét ! 





38. abra 


Mivel f-nek, mint azt már láttuk, lokális szélsőértékhelye nincs, így az 
abszolút szélsőértékhelyeket a tartomány határán kell keresnünk. 


A tengelyeken : 
xs esetén —-15sF(0; yjzÓ, 
y-0 esetén üsf(, Osl. 
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A körív csetében célszerű polárkoordinátára áttérnünk : rm 1, ezért a körív 
mentén a függvény 


arr amon mee— F: 
p--cos" p-— sin! pscos 2 pe[0; a] . 
Tá . ve 
CcO0s2pa 0 intervallumban szigorúan monoton csökkenő, így maxi- 


mumát a ,—0 helyen, tehát a P (1 ; 0) pontban, minimumát a p- helyen, 


a P-XO; b pontban veszi fel. Tehát flegnagyobb értéke 1, legkisebb — 1 e tar- 
tományban. 
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IV. VEKETORVÁLTOZÓS FÜGGYÉNYEK 
ÉS DERIVÁLÁSUK 


1. Egyparaméteres vektor-skalár függvény. Térgörbék 


Tekintsünk egy térben mozgó pontszerű testet! E test tar- 
tózkodási helyét a mozgás időtartama alatt minden egyes idő- 
pillanatban egy-egy helyvektorral adhatjuk meg, azaz minden 
£ (skalár) értékhez a tér egy-egy vektorát rendeljük hozzá. 

A pálya tehát az 


r : teer(t) teDCR 


függvénnyel, egyparaméteres vektor-skalár függvénnyel Jelle- 
mezhető. (Természetesen nem minden vektor-skalár függvény 
tekinthető egy mozgó test pályájának.) 

Ha a térben rögzítjük a koordináta-rendszert, akkor : 


r : tearífjz x(fji-tyítji-t-zíük jEDCR. 


azaz ec függvény mindhárom koordinátájában £-től függő egy- 
változós függvény. 
Az 


Ez frmr(d Il teD) 


halmaz pontjai általában egy térgörbét alkotnak. 

Egyszerű ívnek nevezzük az egyenes szakasz topologikus, 
azaz kölcsönösen egyértelmű és kölcsönösen folytonos leképe- 
zéssel nyert képét. A leképezést akkor nevezzük Kölcsönösen 
folytonosnak, ha a leképezést szolgáltató függvénnyel együtt an- 
nak inverze is folytonos. Ha véges sok egyszerű ívet úgy csatla- 
koztatunk, hogy csak ezek végpontjai legyenek közös pontok, 
görbét kapunk. 

Ha az 


L—(r—r(2) I 1e[a, b) 
térgörbe, és r(a)—r(b), akkor zárt görbéről beszélünk. E függ- 
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vény határértékét, folytonosságát külön nem definiáljuk, ezt az 

Olvasó a többváltozós függvények körében megismert defimi- 

ciók analógiájaként könnyen elvégezheti. Csak annyit jegyzünk 

meg, hogy a határérték létezésének szükséges és elégséges fel- 

tétele a koordináták határértékének létezése az adott helyen. 
A 


függvényt differenciálhatónak nevezzük a t,D helyen, ha a 
Hm E ig-k Atj— r(1g) 
At 


ü 
határérték létezik és véges. A fa pontbeli differenciálhányados 
jelölése : 


. dr 
I(—T, 
fa 


Rögzített koordináta-rendszer esetén : 
Ho) s(toji I(tJi-HZ(k. 


Ha a térgörbe tg pontjában létezik a deriváltvektor, és K(to)-0, 
akkor T(iía) a görbe érintőjének irányvektora. Ha a görbe egy 
pontmozgás pályájának tekinthető, akkor a deriváltvektor a 
mozgó pont pillanatnyi sebességvektora a íg helyen. (Amennyi- 
ben f(io) is létezik, ennek fizikai jelentése: a pillanatnyi gyor- 
sulás vektora a íg helyen.) 

Legyen a térgörbe kezdőpontja r(ayp— A, végpontja r(ibh— B, 
s írjunk e térgörbére töröttvonalat úgy, hogy csúcsai a görbén 
helyezkedjenek el, kezdő-, 1IL végpontja A, ill. B legyen, s a 
csúcsok a haladási iránynak megfelelően kövessék egymást! 
Ha a beírt töröttvonalak hosszából álló számhalmaznak létezik 
felső határa, ezt a görbe ívhosszának nevezzük. 

Ha T(r) folytonos [a, 5]-ben, akkor a görbének van ívhosz- 
sza ÉS: 


hb 
5 sz J IT(DI dt. 
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(Szemléletesen : pontmozgás esetén a sebesség nagyságának idő 
szerinti integrálja egyenlő a megtett úttal.) 

Ha létezik a görbének olyan paraméterezése, amelyben az 
ívhossz a paraméterértékek különbségével egyenlő, akkor a gÖT- 
be természetes paraméterezéséről beszélünk : 


Tr: S5I(s) séeDcR. 


A természetes paraméter szerinti deriváltak szokásos jelölé- 
se: Fr, r". 

Igazolható, hogy Ír [7 1. 

Azr egységvektort a továbbiakban t-vel ís jelöljük. Köny- 
nyen belátható az is, hogy 


(DIA 1, teD teljesülése esetén f természetes paraméter. 


Jelölje da a térgörbe P,, Ül. P pontjában levő érintőinek 
hajlásszögét, és 4s a P,P ív hosszát! 
Ekkor a görbe Pg pontbeli görbülete : 


Aa 
v— lim — 
Pf- Pa As " 


ha a határérték létezik és véges (39. ábra). (igazolható, hogy a 
görbület csak egyenes esetén egyenlő azonosan zérussal.) 
Ha az 


rite)  ieD 


függvény a íg helyen kétszer differenciálható, és X( [7 0, akkor 
a görbület : 


Irxr] 
14 KA 


sz]r [s 





39. ábra 
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Ha Tr" (1970. akkor egységvektorát főnormális egységvektornak 
nevezik : 


L tlllli (TXEJXE 


on KxÖxij/ 


Az n és t által kifeszített sík a görbe fg pontbeli sirnulósikja. 
A simulósik egy normálvektora : 


betxn a binorimális egységvektor. 


A t, n, b egységvektorok alkotta vektorhármast a térgörbe 
kísérő friéderenek nevezzük. 





40. ábra 


Sikgörbe esetén a binormális egységvektor iránya állandó, 
így célszerű a görbe torzióját b változásával dediniálni : 

Legyen a térgörbe P,, ill. P pontjaiban vett simulósikok 
hajlásszöge AA, a PpP ív hossza ds, ékkor a görbe P, pontbeli 
torziója (40. ábra) : 

, dé 
t[— Hm —— . 
F-Fa VA 


(zt pozitív, ha a Pybeli érintővektor T(4g) irányából nézve Pg- 


. hóz közeledő pontokban vett simulósíkok pozitív forgást vé- 


geznek.) 
Ha T (4) létezik és folytonos, r(tj) és xítj) nem zérus, 
akkor : 
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Gyakorló feladatok 


1. Adja meg az A(1;2;5)B(4; 7; 9) pontokat összekötő 


egyenesszakasz vektoregyenletét ! 


Az égyenes írányvektora : 
ve AB731-35j-4-4k, 
így az AB szakasz egyenlete : 
rzratvr—(1-4324--(2-- 58474 (5-- 40)k tel; 1]. 


Ha irányvektorként egységvektort választunk, akkor természetes paramé- 
terezéssel is megadható a görbe. 


este Li 2 rk, 
ÜZMZ E 


tehát; Kr: s-re ir 


bg J( 7z ; k  sE[(0; V50J. 


Fz esetben: 





Fse, tehát r]-]1, 
r"—Ű, így xs. 


Megjegyzés. Természetesen más paraméterválasztás is lehetséges. Pel- 
dául az 


rt t-e(1-- 32914 (2 572441-(5--árő)k  zE[0;1] 


függvény szintén az AB szakasz egy khetséges megadási módja. (Az anyagi 
pont ekkor gyorsulva futja be az AB szakaszt.) 
Ekkor 


T:írrr-6A-10/)--8ik rE[0;1] 
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ÉS 
FT: ére6i-10j--8k ETO; II]. 


Mivel minden egyes z) időpillanatban F(fg) és T() párhuzamos, így vekto- 
rális szorzatuk zérus, tehát a görbület most is zérussal egyenlő. 
2. Igazolja, hogy az 
r : 4acos 11-- sin 2j--ik tER 
függvénnyel adott térgörbe illeszkedik az 
x2xy—-1 
(hengerjelületre ! 





Al. ábra 


Mivel 


x(fiz cos ft, 
y($)—sin t, 
zifizzt, re K, 


látható, hogy minden t esetér 
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xétyőszóosít-bsintr—], 
azaz a görbe valóban illeszkedik a hengerfelületre. 


Megjegyzés: A feladatban szereplő görbe egy hengerfelületre irt 
csavarvonal (41, ábra), amelynek az xy sikra eső vetülete kör; az xz síkra 
való vetülete : 


XSECOSZ, zEK, 


hiszen a P(cos fg, sín fg, ég) vetülete az xz sikra a P(cos fg, 0, £g) pont. 


3. Igazolja, hogy az 
E: ta-ef cos ür el sir 1j--etk, ER 
függvénnyel adott térgörbe illeszkedik a 


zzVxtay?, . (x,yjeRr 
kúpfelületre ! 


A görbe minden pontjában 


xi) ze cost, 
yidj sé sin fé, 
zígjsez-0, — rCR. 


Tehát minden pontban : 
x24ytsetcosíra- sin) — et —z?, 


azaz a görbe valóban illeszkedik a felületre (kúpfelületre csavart csavar- 
vonal). 


4, Határozza meg a 2. feladatban szereplő térgörbe ívhosz- 
szát a tef0 ; 27] intervallumban ! 


Mivel r minden koordinátásában folytonosan differenciálható függ- 
vény, Így F létezik és korlátos: 


E: sin 7-costitk, ER, 
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ahonnan 


Ir f2. 


Így az ívhossz: 


5 f Vasmagő 


Megjegyzés : A megoldásból látszik, hogy az szty2 paraméteriransz- 
formációval a görbe természetes paraméterezését kapjuk. 


5. Igazolja, hogy a 2. feladatban szereplő csavarvonai gör- 
bülete és torziója állandó ! 


Az előző feladat eredményét felhasználva : 


§ £ § 
K:$-e005—— Át sin — j-H— k, sER, 
V2 K2 yo 
ahol s a természétés paraméter. 
1 kj 5 
vs [sm troos 7] ; sER, 
V2 V2 V2 


1 5 T.§ . 
r" 9-rz [ocsi] , sé R. 
S 
Tehát a görbület: 
1 , ; 
rz]ri szeállandó. 


A torzió meghatározásához szükségesek az n és b vektorok. 


rő § 08 
h-—— -[— tasinzéi] a 
. V2 V2 
azaz n minden esetben párhuzamos az xy síkkal. A binormális égységvek- 
tar: 
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1 5 § 
ht a— — az eezereszg re] 
2 


áá TE een sin — 1—c0s — jf , 


r) ea 2 V2 


igy a torzió; 


Tehát csavarvonal esetén r és x valóban állandó. 


Megjegyzés " Igazolható, hogy az egyetlen olyan nem sikbeli görbe, 


amelynek görbülete és torziója állandó, a csavarvonai. 
Ha a csavarvonalat az 


r : —-Rg cos r1-- Rg sin 4j4-mik, ZER 
függvény jellemzi, akkor 


Hit 


Ranmát VT 


Rf " 


így Tr és x értéke a csavarvonaál jellemző paramétereit egyértelműen meg- 
határozza. 


6. Határozza meg a 3. feladatban szereplő térgörbe ivhosz- 
szát a [05 )) intervallumban ! 


E: tele cosr—et sin dir (e cos tre sin fj-t-elk,  — rER. 
Tehát: 


rise (cos t— sin ?)2-- (cos r-t-sin jét 1 -V3é. 
Így az ívhossz: 


i 
Sz J K3e di—V3(e—1). 
ü 
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Megjegyzés : A feladat megoldásábóllátható, hogy a (0, ff intervallum 
esetén az ívhossz: 


SzV3(é"—1). 
Ha elvégezzük a 


r-in - e , —— aholczó állandó 
3 


helyettesítést, akkor s természetes paraméter, ugyarús : 





dr 
, dt r 
I ———- 4 
ds V3e 
dt 


azaz Ir [—l, így valóban természetes paraméter. 
7. Igazolta, hogy az 


r : tel c0s 1n ir sin mzite-k e Rt 
3 


V3 V3 vV V3 


függvény esetén f természetes paraméter, és határozza meg a 
görbületet a ij 1 helyen! 


Azt kell belátnunk, hogy Írl—1 minden reRt helyen; ebből már 
következik, hogy ft természetes paraméter ; 


. Hi t tf. Í. 
E [f-r— [oo nsintn 1 nin teosln. Í-tH il. 
V V3 VB V3 


Ebből 
1 t try t li 
Ir — [os ln ——— sin In —- tf ln —-—-cos Ín 5-) kk :- t, 
? V3 V3 V3 
tehát t valóban természetes paraméter, azaz 
É—r. 


Az adott pontbeli görbület meghatározásához r" szükséges ; 
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r" tr L [sm cost] tr [dot sinm rt ) ] . 
v3 V3 V3 V3 V3 


Tehát: 


r"( űj — 44 
V3 VB 


Így a görbület: 


j. 


2 
xiUMzr tl vő . 


Megjegyzés: A térgörbe a 3. feladatban szereplő kúpfelületre írt csa- 
varvonal, csak más a paramélerezése. 


8. Határozza meg az 
2 
r : teti j-4- ők, te R 
függvénnyel adott térgörbe 14—0 pontjában a kísérő triédert! 
Határozza meg e térgörbének a kísérő triéder síkjaira eső 
vetületét ! 


Mivel 


EF: reája 3t"k, 


(0)1—1. 

A főnormális egységvekior irányát az 
(r(0).xT(0))xr(0) 

vektor adja meg. 


T : 1—-it őik, 
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tehát 
r(09—j, 

igy n iránya: 
(ix) xiskxi—i. 

Mivel egységvektort kaptunk, így ez egyben a főnormális egységvektor : 
n-]. 

A görbe ig—0-hoz tartozó simulósíkja az xy sik, amelynek normálvektora : 
b—txn-k. 


Az origőhoz tartozó kisérőtriéder egységvektorai tehát megegyeznek a len 
gelyirányú egységyektorokkal, így a vétülétek meghatározása a koordináta- 
tengelyek síkjára való vetítést jelenti. 





42. ábra 
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Mivel a P(x, y, 2) pont vetülete az xy síkra a P(x, y, 0) pont; Így az 
xy sikra eső vetületgörbe egyenlete : 


xi 
e , ER. 
7 e j 


Hasonlóan a zx síkra eső vetület: 


z-x  xER, 


és a zy sikra eső vetület : 
ztz8y?, — vERT (42. ábra). 


Megjegyzés : Igazolható, hogy ha a térgörbét előállító r függvény vala- 
mely pontban háromszor folytonosan differenciálható, c pontban a görbület 
és a torzió nem zérus, akkor e pont kis környezetében a térgürbe vetületei a 
kisérőtriéder sikjaira hasonlóak a 42. ábrán látható vetületekhez. 


9. Határozza meg, mely pontokban párhuzamos, ill. me- 
rőleges a térgörbe érintője a 

3x-t-5ytóz—20 
sikkal, ha a térgörbét a következő függvény állítja elő : 

r : fee(£2-2)i- (62— 4) (282--5Ók, tER. 

A sik normálvektora : 


ní3: 9; 0). 


Áz érintő egyenese akkor párhuzamos a sikkal, ha az ériütű irányvek- 
tora és a sik norrnálvektora egymásra merőleges, azaz, ha skalárszorzatuk 
ZÉTUS. 


E : 1211 64-H(4t4-5)k, 
Így a skalárszorzat : 


En—őr-4H 304241 30. 
fn akkor zérus, ha f—— — 2. 
r(—2—61—16j—Z2k, 


tehát az érintő a P(6, — 16, — 2) pontban párhuzamos a sikkal, E pontban 
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az érintő irányvektora : 
vl— d; 6; — 3), 
iehát az érintő egyenletrenőszere : 


x—6ó7-— — du, 
yt16— Őr, 
tt25 —3t. 


Az étintő akkor merőleges a sikra, ha irányvektora párhuzamos a sík nor- 
málvektorával; azaz, ha van olyan fp pont, amelyre . 


ríiodszán,  4ERf0). 
Mivel 


mij; 5: 6) 
és 
T(gyz2zá-- 641-- (dj 5)k, 


így az egyenlőség a misodik koordináták egyenlősége miatt csak 4A— I,2 ese. 
tén teljesülhetne, ekkor azonban a 


3.6 7 Így, 
T.z - ág tb 5. 


égyenleteknek kelleneegyszerre teljesülniük. Ezlehetetlen, tehát nincs olyan 
pont, amelyhez tartozó érintő a sikra merőleges lenne. 


10. Gravitációs térben a PX4 ; 20; 60) pontból vof5 ; 20; 40) 
kezdősebességgel elhajítunk egy pontszerű testet. Írja fel a pá- 
lya egyenletét ! Milyen magasra emelkedik a test; hol éri el az 
xy síkot ? (feltételezzük, hogy a test gyorsulása —ek.) 


A test x és y rányban egyenletesen mozog, így a pálya egyenlete : 
r— (4-4 571-t 020--200ja-(60--40r-§ 2) k, ERT, 


A test sebességét r adja : 
É : 1—54-H20j-- (40 — g0)k, 


azaz a sebesség első két koordinátája állandó. A pálya tetőpontján a sebes- 
ség z irányú komponense zérus, ( Itt z(2)-nek maximuma van, tehát z(4))— 0.) 
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40— etg—0, 
LÉT közi 4, 


Így a tetőpont koordinátái: 7(24 ; 100; 140). 
Az. xy sik egyenlete x—Ű. 
Tehát a metszéspont időpontját a 


60-40 -3 2-0 
egyenlet pozitív megoldása adja. Ez tp9,29. 
E pont koordinátái : B(SO ÁS ; 205,8 , Üh 

Megjegyzés: A mozgás pályája sikgörbe. Könnyen belátható ugyanis, 
hogy a pálya minden pontja a 

4x—yzsz -—4 


egyenletű síkban van. Belátható az is, hogy a pálya parabola. 


11. Igazolja, hogy az 

E: ta R cos ott R sin et, teRrT 
(R, a állandó) függvénnyet jellemzeti pontmozgás (€ gyenleies 
körmozgás) esetén 
ri és Fé 





állandó, és teljesül az 

f— — ar 
diíferenciálegyenlet ! 

A periodikus mozgást végző pontszerű test sebességét minden ip 1dő- 
pillanatban r(io), gyorsulását r(éy) adja. Tehát : 


vr—T: ra — Reéssin exit Rev cos eil, 
a—E: e Reg cos coth— Rop sím cut. 


Látható, hogy : 

vis lél- Rezsállanaó, 
ÉS 

vr—g, — tehát  vlr, 
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valamint . 
lal— ITI— Re" 
Látszik továbbá, hogy 
F—— ar, 
azaz r valóban kielégíti a differenciálegyenletet. 


Megjegyzés : Halrl—e5-0, teR fállandó sebességű mozgás), akkor É és 
E minden időpillanatban merőlegesek egymásra. Ugyanis : . 


sed! dán 


állandó, így 


. 12. Határozza meg az 
r:1-R cos [ot45 új 1-- R sin [rő 2] j, te Rt 


(.R, w, a állandók) függvénnyel leírt pontmozgás gyorsulását, és 
bontsa fel t és n irányú összetevőkre! (Gyorsuló körmozgás.) 


A pontmozgás sebessége: 
. , a et 
ver (1 R(r0-- azt) [din [or e) [1-4 cos [o] ij : 
a gyorsulás: 
ét , hr E 
a—r :(—- — Ra E [245 2) 1—C0os [o 2] j[- 
I pa et 2 ; já ; 
— R(or-b agy Í cos 06-41 1-- sin ott b il . 
r és r alakját gyelembe véve írhatjuk, hogy: 
ét 


az —(ww- egyért k. 





tut at 
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Tudjuk, hogy 
r , i 
———- B ——o—UoODwr—:—;—a;ileeyyr § 
íri Rt at) 


$ mivel síkmozgásról van szó, azaz a simulósik az xy sík, így n a kör közép- 
pontja felé mutat, azaz : 


Kr r 


—— 
ne s tn — e jar 


kR 
Ezt ügyclembe véve a gyorsulás felbontása : 


Ivj? 
az Rin-t egjén-k aRt—— n-4- Rt, 


azaz a mozgás során az érintőirányú gyorsulás állandó, a normális irányá- 
ba eső gyorsulás a sebesség négyzetével arányosan változik. 


Megjegyzés : Egy tetszőleges mozgás gyorsulásvektora mindig felbont- 
ható t és n irányú összetevőkre, éspedig : 


. divl t jé 
mt R 


ahol A a görbe görbületi sugara. 


13, Igazolja, hogy centrális erőtérben végzett mozgás esé- 
tén (azaz a mozgás során az erő egy rögzített pont felé irá- 


nyul) az 
sz A (rxr) 
összefüggéssel definiált területi sebességvektor állandó ! 


Vegyük fel a koordináta-rendszer kezdőpontját az erőcentrurmban ! 
Ekkor 


F:2—dr,  (4A:-O0állandó). 
Newton IL. törvénye szerint : 


F—rnaz mr. 


1458 


F két alakját összelaasonlítva tátjuk, hogy r és Y párhuzamos vektorok, azaz 

vektoriális szorzatuk zérus: I 
rxrzű. 

Határozzuk meg s deriváltjat ! 


kt  (FXD-H- exÖz0 
a 3 r Dr exe A 


hiszen az első tagban a két vektor azonos, így ez a vektoriális szorzat defir 


níiciója miatt zérus, a második tagról pedig az előzőekben láítuk be ugyan- 


ezt. Mivel s deriváltja zérus, így s állandó. Ebből az is következik, hogy e 
mozgás sikmozgás, I 


Megjegyzés: A feladatban Kepler II, törvényét igazoltuk. 


14. Bontsuk fel síkmozgás esetén az ( és F veéktorokat r irá- 
nyú és r-re merőleges összetevőkre ! 


A feladat mególdásakor célszerű sikbeli polárkoordinátákat alkal- 
mazni, 
Ekkor 


lr[—r, 
azaz 
E—re 


ahol e. az r irányú egységvektor. Jelentsen €s €,Te merőleges egységvek- 


tort, amelyet növekvő p irányban való 907-os forgatással kapunk e-ből. 
A 11. feladat megjegyzése szerint egységvektor derivált vektora e vektorra 
merőleges vektor, így : 

e smpe a é,- — (pe, 

d 
ahol p——— (43. ábra). 

pzrgy (03. ábra). 
Ezt alkalmazva : 


ffe.tré —fe re, 
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43. ábra 


amely éppen f keresett felbontása. Ezt ismét differenciálva : 
rzre 4-fé de Vpirrőjarbé 

Figyelembe vévé é, é,, alakját : 
F—(P—rgje -GÖHZTPJe s 

amely a gyorsulásvektor felbontása. 


Megjegyzés : A területi sebességvektor állandóságának (13. feladat) és 
r felbontásának alkalmazásával határozható meg egy centrális erőtérben 
mozgó tést pályája. (Kepler I. törvénye; 


2. Kétparaméteres vektor-skalár függvény. Felületek 


Felületekkel már a kétváltozós függvények szemléltetése- 
kor ís foglalkoztunk, de ott nem definiáltuk a felület fogalmát. 
Elemi felületnek nevezzük, a körlemez topologikus (azaz 
kölcsönösen egyértelmű és kölcsönösen folytonos leképezéssel 
nyert) képét. A körlemez határpontjainak képe adja az elemi 
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felület határát. Elemi felületeket határaik tnentén összeilleszt- 
hetünk. Az összeillesztést úgy végezzük, hogy csak véges sok 
határoló görbe mentén csatlakozzanak az elemi felületek, s a 
csatlakozó görbék belső pontjai a felületnek is belső pontjai Íle- 
gyenek. Véges sak elemi felületet így összeillesztve felületet ka- 
punk. A felületek néhány lényeges tulajdonságát definiáljuk. 

A felület zárt, ha korlátos és nincs határa. A felület össze- 
fűürgő, ha bármely két felületi pont összeköthető a felületen ha- 
ladó görbével; egyszeresen összefüggő, ha bármely felületre il- 
leszkedő zárt görbe kettévágja. 

Ha a felület egy rögzített P pontján áthaladó, a felületre 
illeszkedő, érintővel rendelkező görbék érintői egy síkban he- 
Iyezkednek el, akkor ezt a síkot a felület P pontbeli érintősíkjá- 
nak, a sik normálvektorát a felület P pontbeli normálisának ne- 
vezzük. 





44. ábra 


Tegyük fel, hogy a felület minden pontjában létezik az így 
értelmezett normálvektor. Mozgassuk el a normálvektort a fe- 
lületre illeszkedő, a felület határpontjait nem tartalmazó zárt 
görbe mentén addig, míg kezdőpontja az eredeti helyzetbe ke- 
rül! Ha a kezdő- és végállapotban kapott vektor minden ilyen 
görbe esetén megegyezik, a felületet irányíthatónak (kétoldalú 
felületnek) nevezzük. A 44. ábrán látható Mocbius-szalag egy- 
cidalú felület. Hasonlóan egyoldalú, de zárt felület a Klein-féle 
palack (45. ábra). 
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45, ábra j 


Ha a felületbe írt, a felületre támaszkodó, háromszöglapok- 
ból álló, bizonyos szögkorlátozásoknak eleget tevő poliéderek 
felszínének határértéke, finomodó poliéder sorozat esetén léte- 
zik, akkor a felületet mérhetének nevezzük, s e határérték a fe- 
lület felszínét adja. 

m J.2.-ben láttuk, hogy bizonyos felületek megadhatók két- 
változós függvényekkel, ebben a részben kétparaméteres vek- 
tor-skalár függvénnyel való leírásukkal foglalkozunk. 

ÁZ 


r : (u, v]rerít, v), (nt, ve DC R? . 
függvényt, amely az R7 (paramétersíik) egy részhalmazához a 


háromdimenziós tér vektorait rendeli hozzá, kétparaméteres vek- 


tar-skalár függvénynek nevezzük. 


ISZ 


Ha a térben rögzítjük a koordináta-rendszert, akkor : 
r : (4, Dh--rít, bj— x(tt, v)i-- y(i, 0)j--z(tt, b)k, (u, vje D, 
azaz e függvény mindhárom koordinátája az u, 4 változók két: 
változós függvénye. 

AZ 

Fz (rzr(u,v) (u, v)eD) ; 


halmaz pontjai általában egy felületet alkotnak. E függvény ha- 
tárértékét, folytonosságát külön nem definiáljuk, ezt az Ülvasó- 
ra bízzuk. 


Ha létezik és véges a 


tm r(rig-k Au, Vg)— T(ttg, Vg) 
6 uz 


határérték, akkor ezt az r függvény Po(ug 09) pontbeli zt szerinti 
parciális deriváltjának nevezzük : 


TÁttgs 09). 
Hasonlóan értelmezhető r (4, Vg) is. 
(Szemléletesen : a zérustól különböző F(tio, 09) vektor az 
H-rI(ti, Do), (u, vjjeD 
függvénnyel definiált, a felületre illeszkedő térgörbe érintőjének 
irányvektorát adja.) Az így értelmezett parciálisok koordinátái 
megegyeznek a megfelelő koordináták parciálisaival. I 
Ha r a D tartományban folytonosan differenciálható, azaz 
parciálisai léteznek és folytonosak, és itt 
rT,xr 0, 
akkor az r függvény által adott felület minden pontjában van 
érintősik, amelynek normálvektora a P.E D pontban: 
r(PJxrAPo. 


Ha a D tartomány mérhető területű és r folytonosan difleren- 
ciálható D-n, akkor a felület felszíne : 
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4- ÍJ [rox ré] du du. 
D 


(A. felszín kiszámításával a későbbiekben foglalkozunk.) 


Gyakorló feladatok 


1. Adja meg az A, B, C pontokat tartalmazó sik, és az 
4, B, C háromszöglanp vektoregyenletét, ha 


A(1;1;3); H(AS2:?) és C(5; 4; 9)! 
A sík egyenlete: 


age 
rer o tuABt AC, (te, ve RZ, 


ugyanis a sík valamennyi vektora előállítható az AB, AC vektorok lineáris 
kombinációjaként, ha az A, 8, C pontok nem esnek egy egyenesbe. 
Esetünkben : 


—m 
AB; 1; 4), 
——- 
AC(A; 3; 6), 
tehát a sik egyenlete : 
r—(1--34-Hdvo)i--(1-H2-- 399-4H(3-- dud 6vk, (u, VER. 


Ha csak a háromszöglap szükséges, akkor az u, v számpárra megszorítást 
kell tennünk. 
Mivel a 8€ szakasz tetszőleges P pontjára : 


—i aa ir 
AP-ABTÁABC  Üsizi, 
és 
ijen —in in. 
BO-4C— AB, 
így 
—— ir —i — e 
4AP—-(1-4AB3AAC, 


A háromszöglap (belső- és határ-) pontjait kapjuk tehát, ha az előző függ- 
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vény értelmezési tartományát leszűkítjük : 
De(fíu, ve R" ][ u, vz0, ut-ozt). 
Megjegyzés: 
Á sik esetében: 
; err 
r,: AB, 
; —- 
r—-— AC, 


zmejjie er 
tehát: rxr -ABXAC, ami a síkra merőleges vektort ad. 


2. Adja meg az R sugarú origó középpontú gömb vektor- 
egyenletét ! 


Az első fejezetben megismert gömbi koordinátákat alkalmazva (r— 
z R—állandói, a gömb egyenlete : 
r— R sin H4 cos vt-b.R sin uz sin vj-- R cos uk sejü; ri, . vElü; Zri. 
(A leképzés nem kölcsönösen egyértelmű, mivel u0 esetén v-től Ffüggetle- 
nül a P(O; 0; R) pontot kapjuk.) 
3. Írja fel az 
(x— 3224 
egyenletű körvonal z tengely körüli iorgatásakor keletkező fe- 
lület (tórusz) vektoregyénletét ! 
. Az oxzsík egy tetszőleges P(x, zo) pontját a z tengely körül p szöggel 
elforgatva a keletkező pont koordinátái : 


X—Ag €05 pp, 
Pi —xg sin b. 
zza —— pElü 271. 


A körvonal paraméteres előállítása (46. ábra): 
xXx—3--200S u, 
z-2sint, u e[0; 27]. 
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hy 


a; 


46. Abra 





A felületet e pontoknak z tengely körüli forgatásával kapjuk, így az 
előző felhasználásával a felület egyenlete : 


r—(3-2 cos u) cos i-t (3-4-2 cos w) sin pj-- 2 sin uk, 
tu; pjel0; 27). 


A keletkező felület zárt, összefüggő, de nem egyszeresen összefüggő. 
Megjegyzés : Hasonlóan írható fel az xz sikban levő 


x7- Xg), 
z-—zít), DER 


paraméteres egyenletrendszerrel adott görbe z tengely körüli forgatásakor 
keletkező felület egyenlete is : 


r—x(t) cos i-t xí(r) sin 9i-t z(tjk ED, pc[(0; 257. 

4. Írja fel annak a kúpfelületnek az egyenletét, amelynek 
csúcsa az A(5 ; 4; 7) pont, vezérgörbéje pedig az 

y-xt, xeR 
parabola ! 

Jelölje A a parabola egy tetszőleges pontját! Ekkor az AR szakaszon 
levő F pont helyvektora (47. ábra): 

rp—t AB4r ,-t(rp—r )-Hr—(1—ér 4 trg zel0; 1], 
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Bíx,xt 0) 


d 
47. abra 
így a felület egyenlete : 
r—(5—5t4txji-H(4—4tth tj (1—TŐÖk (tt, xjERT. 


Hasonló módon kaphatjuk meg telszőleges csúcspontú és vezérgörbéjű kúp- 
felület egyenletét is 


5, Írja fel annak a hengerfelületnek az egyenletét, amely- 
nek vezérgörbéje az 


x0—yz 
egyenletű hiperbola x:-0 ága, alkotója pedig párhuzamos az 
a(l2 ; 4; 5) vektorral ! 

A hiperbola paraméteres előállítása : 


x cht, 
y-shi, te KR, 


hiszen 
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eh (-0, 
És 
ch? 1—sh? f- 1. 


A felület tetszőleges PF pontját megkaphatjuk, ha a hiperbola valamely 
pontjából az a vektorral párhuzamosan haladunk. A P pont helyvektora 
tehát: 


Fp7-— Fg-rt HA, KER, 
ahol a B a hiperbola valamely pontja. Így a feltilet egyenlete ; 
r— (ch 77 2ji- (sh £-4ároi rt 5uk, (ri, je RZ, 


Hasonló módon adható meg tetszőleges hengerfelület egyenlete is, 


6. Mozgassunk egy egyenest az 
Tr : te-cos f1-t sin fj-- ik, te R 


csavarvonalon úgy, hogy az minden pontban a csavarvonal 
érintője irányába mutasson ! 
Írja fel az így keletkező felület egyenletét ! 


A felület tetszőleges pontjába eljuthatunk, ha a csavarvonal valamely 
Fg pontjából a Pg pontbeli érintő irányában mozdulunk el. (Könnyen lát- 
ható az is, hogy Így csak a felület pontjait karjuk.) 

Az érintő irányvektora a Fg pontban : 


t—r(fg)— —sin td-- cos égj-t k, 
így a felület egyenlete : 
5—ícos 4— u sin €J1-bésin £1- u cos 84--(t-Hejk, rEl0; 2x], uER. 


igazolható, hogy az így keletkező felület — lefejthető vonalfelület — sikba 
kiteríthető. 


(7)Határozza meg az 
—xd4-yjt- ő yő)k, (ER? 
felület P.(4 ; 3; 25) pontbeli érintősíkjának egyenletét ! 
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A feladatot a kétváltozós függvények tárgyalása során már megoldot- 
tuk. Most más úton keressük a megoldást. A felület Fo pontbeli normál- 
vektorát az 

FL voxr rgy) 


vektor szolgáltatja. 
Esetünkben: 


[d 


r..1-t2xk, 


rzit2yk. 
A Pa pontban: 


r (4; 3)—i--8k, 


r(4; 3)-j- ők. 


Tehát az érintősik normálvektora (a Pa pontbeli felületi normális) : 
i 
nui1i 0 81——851—64--k. 


Így a P) pontbeli érintősík egyenlete : 
8(x— 4) ély—3)—(z—25)—0), 

ami, természetesen az előző megoldás eredményével egyező. 
Megjegyzés: A feladatban szereplő felület az 
Fiyzéry,  GyeR 


függvény grafikonja. Kétváltozós függvénnyel adott felület kétparaméteres 
vektor-skalár függvénnyel való megadása tehát történhet az x, y paraméte- 
rek választásával: 


r—xityjr (ax, y)k. 


8 Határozza meg az 

r—2 sin u cos vi 4 sin u sin vj-- 3 cos uk, 
ne [0: z], ve [0, 2z] j 

77 [d 
A § 


IT mo pr o mr kr FF 
felület wz 00— paraméterű pontbeli érintősíkját ! 
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A felület ellipszoid, ugyanis teljesül az veZazet egyenlőség, 
amelyet egy ellipszoid pontjai elégítenek ki; hiszen a felület sikmetszetei 
ellipszisek. E felület Phi 1; 2; az pontbeli érintősíkját keressük. 

A felületi normális meghatározásához szükségesek a paraméterek sze: 
rinti parciális deriváltak : 


r,—2 cos u cos vi-44 cos e sin vj— 3 sin uk, 


r,s —2sinusin 11-44 sin 4 cos vj. 


A Po pontban: 


32 
rt 991—1--2 32 k, 
(4 091 —1-H2j. 
A Pa pontbeli érintősik normálvektora : 


v- 


r r 3F 2 
n—T (4, gr lHg 9934 -t4k. 


Így a kerésett érintősík égyenléte : 
— 3y2 3y 2 
3Y 2(r— Dnes 7) sz. 


9. Határozza meg az origó középpontú 3 egység sugarú 
gömb P(2; 2 ; 1) pontbeli érintősíkjának egyenletét ! 


Az. érintősik egyenletét többféleképpen is megkaphatjuk. A megoidás 
során felhasználhatjuk a 2. feladat megoldásakor látott gömbi koordiná- 
tákkal történő paraméterezést, majd az előző feladathoz hasonlóan ebből 
meghatározhatjuk a Pp pontbeli felületi normálist. 

Célszerűbb azonban felhasználnunk a gömbnek azt a tulajdonságát, 
hogy az érintési pontba húzott sugár merőleges az érintősíkra, így az érin- 
tősik normálvektora az öFg vektor lehet. 
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Tehát 


nz0P—2i4-2j-k k, 
igy az érintősik egyenlete : 
2/4x—2)--2(y—2)--(z—1)-0. 


10. Állítsunk az előző feladatbeli érintősíkra merőleges sí- 
kot (ún. normálsikot), amely a Pg pontot és a z tengelyt tartal- 
mazza 


Határozza meg a metszésvonal egyenletét és P, pontbeli 
görbületét! Hogyan változik a görbület, ha a metsző síkot az 
érintősik és normálsik metszésvonala körül forgatjuk ? 


A normálsik normálvektora merőleges az érintősik normálvektorára 
és a z tengelyre, így : 

nt—nx k— (211 211-k)x.kh— — 24-21. 
Mivel a sik tartalmazza az origót is, így egyenlete : 

xzy. 

E sik a gömböt egy 3 egység sugarú körben metszi, amelynek egy le- 


hetséges paraméteres megadása : 


3 3 
8 :1-— sin 11-t-—— sin 2-4 3 cos Fk, tel0; 27]. 


V2 V2 


Mivel a metszetkör sugara. 3, így görbülete a Pg pontban és a metszetkör 
bármely pontjában : 


Ha a metszősíkot az érintősik és a normálsik metszésvonala körül forgat- 
juk, akgor a metszetkör sugara csökken. (A 48. ábrán, a P ponton áthala- 
dó, a űxen tartott egyenesre merőleges síkmetszetet ábrázoltuk.) 

Az ábrából láthatóan: 


rs3c0s8 0, 
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48. ábra 


így a görbület: 


l X efo 7) 
Ma ZT ere , — 1. 
i 3COSg  COBg ké 2 


Megjegyzés : A normálmetszet és a lerdemetszet görbülete közötti ösz- 
szefüggés, amelyet a feladatban gömb esetén igazoltunk, általánosan ís ér- 
vényes (Meusnier tétele). 


11. Határozza meg a 7. feladatban szereplő felület eseté- 
ben azon P, pontbeli normálmetszet egyenletét és P, pontbeli 
görbületét, amely a z tengelyt tartalmazza ! 


A keresett sik normálvekiora merőleges az érintősik normálvéktorára 
és a z téngelyre, tehát a sik normálvektorának választható ezek vektoriális 
szorzaia : 


nt —nxk—8j—6i. 
Így a normálsik egyenlete : 
Ór—8y—Ü, 
A metszetgörbe egyenletét keresve válasszuk x-et paraméterként : 


xst! 
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Ekkor a sik egyenletéből: 
31 
Ts 

Mivel z—x-ryZ, Így 

2- E. 
A metszetgürbe tehát; 

rad éj ez, teR 

4" 16 I 


vagyis parabola. 
A Fo pontbeli görbület meghatározásához szükségü . 
ri ünk 4 
réd) vektorokra, sünk van az md) és 
ei rk 
a ra (E, 
azaz: 
. 4 
N49— 1-7 j4-16k, 
LÉ FT At 
F— rid — k. 
(4) a 


A Pg pontbeli görbület : 





x(4) — (4 x rid 
Ir(4) 
A számításokat elvégezve kapjuk, hogy: 
mt 4) — ml . 
101101 


12. Határozza meg, hogy a §. feladatban szereplő felület 
érintősíkja mely pontban párhuzamos a pé felület 


2xtyz Ü 
sikkal! 
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A feladat megoldása során meghatároztuk a paraméterek szerinti 
parciálisokat. Ezt felhasználva, a felületi normális : 


i ij k 
n-rexrszil 2cosucosv d4cosusinn —35inwijz 
—2sinusinv 4sinwcoso 0 


—12 sin? u cos vi--ő sin? u sin v/-t- 16 sin u c08 uk, 
Az érintősik akkor párhuzamos a 
2xty-0 


síkkal, ha az n vektor párhuzamos az n (2; 1; 0) vektorral, azaz van olyan 
440, hogy 


n— An). 
Mivel n, harmadik koordinátája zérus, Így : 
lé sin rr €08 4— 0. 
Tekintve, hogy 
sin 4—b 
esetében a mindhárom koordinátája zérus, csak 
cos iszű lehetséges. 
Ekkor 


JE az 
us AZAZ snuyzl. 


n első két koordinátája ec pontokban : 


n s12cosv-A : 2, 
n zősin 9—4:-1. 


E két egyenletből : 
te v—], 
ATAT, 
nm h- at 
Ma 4 
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A két pont tehát, ahol az érintősik párhuzamos az adott síkkal : 


PV2: 22 0), 
P(-V2; —2y2; 0), 
e pontok tehát az xy sikban vannak. 


Megjegyzés: Ha u—0, akkor r.xrő 50, azaz nem határoz meg érintő- 
stkot. Az u—0 paraméterű pont — v-től függetlenül — az A(( : 0; 3) pont. 
szemléletesen látszik, hogy € pontban van érintősik, és ez a 


z—3sik. 


A problémát a felület paraméterezése (2. feladat megjegyzése) okozza. 


13. Határozza meg az 

r— (i-t 0á-t (1—v)jj--áuvk,  — (wwjeR? 
felület origóbeli érintősíkját ! 

Mi a felület és az érintősík metszésvonala ? 

A felület nyeregfelület, ugyanis : 


A — 4--V, 
Fy—H— 0, 


tehát : 


Zu xgty ÉS Z45x—y, 
így 
zszAnez-(xty(x—yj—xő—yl, 


A paraméterek szerimti parciális deriváltak : 
r,-i4tji dok, 
r,—1—4-- duk. 

Az origóban w—vp—ű, tehát 


r(0,0—-itj — és — r(050—i-i, 
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A felületi normális tehát : 
u—(i--hx(1—h——2k; 

ebből következően az origóbeli érintősík az xy sík : 
r-Ű. 


Láttuk (2.2-ben), hogy az xy sik a nyeregfelületet két egyenesben metszi. 
Ezek : 


xzy, til. xs 6y, 


Megjegyzés : Vizsgáljuk e felület esetén az origón átmenő normálmet- 
szeteket! Ha a norrnálmetszet illeszkedik az y tengelyre (z— —y"), akkor 
az orisóból a görbületi középpontba mutató vektor a felületi normálissal 
azonos értelmű, az x tengelyre illeszkedő normálmetszet (z— x?) esetén vi- 
szont ellentétes értelmű e két vektor. Az előbbi esetben a felületi görbe 
görbületét pozítfvnak, az utöbbiban negatívnak nevezzük. A felületnek azon 
pontjait, amelyekhez tartozó normálmetszetek esetén a görbület pozítív és 
negatív is lehet kiperbolikus pontoknak nevezzük. Hiperbolikus pontok ese- 
tén a pontbeli érintősik tetszőleges kis környezetében, az érintősik által 
meghatározott mindkét féltérben van a felületnek pontja. 

A nyeregfelület minden pontja hiperbolikus pont. Ha a P pontnak 
van olyan környezete, amelyben a felület a pontbeli érintősik által megha- 
tározott féltérben van, a pontot ellíntikus pentnak nevézzük. Ekkor a P 
ponton átmenő összés normálmetszet görbülete azonos előjelű. Ha vala- 
mennyi P pontbeli normálmetszet görbülete nemnegatív (ill. nempozitív) 
dé van olyan metszet is, amelynél a. görbület zérus, a f pont parabolikus pont 


14. Határozza meg az 
rsshuitchushojtehuchok,  (4uwjeR? 


felület u—0, 00—arsh l paraméterű pontbeli érintősíkjának 
egyenletét ! 


A felület a 2.2-ben tárgyalt kétköpenyű hinerboloóid, ugyanis r koor- 
dinátáira teljesül a 


27-xgyi1 


egyenlőség. 
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Mivel 
sh(arsh Hszt, és eh farsn dj —F1-- es, 


így a Po(O; 1; K2) pontbeli érintősíkot keressük. 
A parciális deriváltak : 


cr,—ch:i--sh ur sh vj-t-sh kg ch uk, 


r,sch teh vj--ch u sh uk. 
A Po pontban: 


rút, val--i, 
rt vgy V2I--k. 

A Pg pontbeli felületi normális tehát: 
n—i xx (2-4 k)—(42k—j). 

Az érintősik egyenlete tehát: 
—(py—1) 5 F2z-FD-0, 


azaz az érintősik párhuzamos az x tengellyel. 


15. Igazolja, hogy az 


r— cos 24(1—0 sin 2104 (sin 24-t o sin u cos 24)j-t 
6 cos uk, u2c[0; r]; pe[0; 1] 


felület esetén a F (15050) pontban a felületi normális vő, 
u— 0 és 00, uz esetén ellentétes értelmű, azaz a felület nem 
irányítható. 

A r—Ű paramétervonal pontjai az 

r(u, 0j— cos 3A-- sin 24, nefrü; zi 


sörbén, egy xy sikbeli egységsugarú körön helyezkednek el. Ha e körön 
körbe mozgatjuk a felületi normálist, és a kezdő- és véghelyzet különböző, 
akkor a felület nem irányítható. 
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A paraméterek szerinti parciális deriváltak : 
rs(—2 sin 24— v cos u cos 21 2v sin 24 sin gú 
-t (2 cos 24 u cos u cos 2n— 2v sin uz sin 244— v sin uk, 
5-7 —sin u cos 2Zui--sin u cos 244-Hcos uk. 
A parciálisok értéke a P, pontban : 
r(0; 0) rí; 0) 72, 
ro (00) —r (sr; 0)—k, 
így az nzr.xr, felületi vektora : 
nil; 07— —nizr; 0), 


tehát n a kezdő-, ill. véghelyzetben ellentétes értelmű, azaz a felület nemirá- 
nyitható. 


3. Skalár-vektor Tüggvények 


Ha a háromdimenziós tér vektorainak egy D részhalmazát 
leképezzük a valós számok részhalmazára, akkor skalár-vektor 
függvényt értelmezünk : 


u: D-R, Dec E. 


u értelmezési tartománya tehát E? részhalmaza, értékkészletét a 
valós számok alkotják : 


u :.T--nÍT), re D. 


(Skalár-vektor függvény helyett szokásos a skalártér elneve- 


zés 185.) 

Ha a térben rögzítjük az i, j, k egységvektorokat, és ezzel 
együtt egy Descartes-féle koordináta-rendszert, akkor E? (a tér 
vektorai) és R? (a rendezett számhármasok halmaza) között 
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést hozunk létre. (A továb- 
biakban nem teszünk különbséget E" és R? között.) Ekkor, 
mivel : 


168 


r—xi-t-yj4-zk, 


a skalár-vektor függvény egy háromváltozós függvénnyel ír- 
ható le: 


reeutrj— f(x, Ps 2), (X, V zeD a R!. 


(Természetesen egy skalár-vektor függvényt reprezentáló há- 
rornváltozós függvény függ a koordináta-rendszer megválasztá- 
sától, azaz más-más koordináta-renőszerben különböző függ- 
vénnyel adható meg.) 

A skalár-vektor függvény adott pontbeli határértéke, foly- 
tonossága a többváltozós függvényekhez hasonlóan definiálha- 
tó, így azzal itt nem foglalkozunk, csak a differenciálhatóságot 
vizsgáljuk részletesebben. 

AZ 


er re er FM s 


u : renutír), réD 


függvényt a D tartomány r,€£ D torlódási pontjában díifferenciál- 
hatónak nevezzük, ha létezik olyan d vektor, amelyre : 


Tin luíra-k dr) — u(ra)— ddr] — Tim [du—ddArl 


—ű. 
4Ar--0 1 drj dt dr] 


A d vektort a skalártér ra helyen vett deriváft- vagy gradiens- 
vekrorának nevezzük. 
Jelölése : 


du 
dl — ft nő —grad ura). 
(A definíció a kétváltozós függvények differenciálhatóságának 
megfelelője.) 
Ha a skalár-vektor függvény a Tc.D tartomány minden 
pontjában differenciálható, akkor 7-n differertciálhatónak ne- 
vezzük, és deriváltja az 


dt 
rmr-grad (Tr), reT 


(vektor-vektor) függvény. 
Igazolható, hogy rögzített koordináta-rendszer esetén az 
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4: Eeeuírj—auíx,y,z) reb 
függvény Teríváltiar : 


du , a. Du 
öv? 1-az k, réT. 

Tehát a eradiensvektor koordinátáit a megfelelő koordináták 
szerinti parciális deriváltak adják. 

A kétváltozós függvények differenciálhatóságához hason- 
lóan grad uwírg) létezésének szükséges feltétele s parciálisainak 
létezése az rag helyen, elégséges feltétele a parciálisok folytonos- 
sága ryrban. 

ÍH.3-hoz hasonlóan a skalár-vektor függvények: esetében ís 
értelmezhető az iránymenti derivált fogalma. 

Legyen 


u : Te-utr), reD 


r--grad ()- —— cz ák 


ÉS 
r:ftergtet, — tER(lel—1), 


ha létezik az 
fszuor fek 


egyváltozós függvény deriváltja a £4—0 helyen, akkor ezt az 
1-nak az ra helyhez tartozó e irányban vett iránymenti deriváltjá- 
nak nevezzük ; jelölése : 
du 
de [ra 
Ha grad utra) létezik, akkor : 





du 
e. 7 . grad u(ro). 


(Az iránymenti derivált létezésének nem szükséges feltétele az 
adott pontbeli diflerenciálhatóság.) 
Mivel 


e grad u(ro)— lel - Igrad uíroj] - cos a, 


ahol a. az e és a grad wíro) vektorok szöge, így az iránymenti 
derivált grad uw(ro) irányában maximális. 
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A. skalár-vektor függvények szemléltetése a háromváltozós 
függvények II.2-ben megismert szemléltetési módjával azonos, 
Az 


F—-(rlulrj—e, reDi 


halmaz pontjai általában felületet alkotnak. E felületekkei, a 
skalár-vektor függvény ce R értékhez tartozó szintfelületeivel, 
szemléltethető a függvény. 

Ha grad wíro) létezik és zérustól különböző, akkor az r, 
ponton áthaladó szintfelületnek az ra pontban van érintősikja, 
és ennek normálvektora : 

n7-egrad u(rg). 


Megjegyzés : Mivel a gradiens a skalár-vektor függvény deriváltja, így 
a erad operátort a differenciálási szabályoknak megfelelően kell alkalmazni. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg az 
u: TA-Té, re R 
függvény szintfelületeit és a gradiensfüggvényt ! 


A ceRt-hoz tartozó szintfelület egyenlete : 
éz ri" Ü, 


amelynek megoldásai egy origó középpontú c sugarú gömb pontjai. A szint- 
felületek tehát origó középpontú koncentrikus gömbök. 
Határozzuk meg a gradiensfüggvényt ! 


Mivel 
du—írt AY — rt —ze( 40) (dr), 
tekát 
erad H— ZT, 
Hiszen ekkor 
im [dezeradudri my AV a 
dr-rő [dr Are [dr] 
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Rögzített koordináta-rendszer esetén 
szag az2 
ebből számolva a gadiensfüggvényt : 
grad 1 ezető k— 2x1-- 2yf-t 22k—2r, 
ari természetesen az előzővel megegyező. 
. Megjegyzés : 
a) Minden rm pontban grad utro) párhuzamos az ra vektorral, Így 


grad (ra) merőleges a szintfelületre, hiszen a görnb sugara a gömbfelületet 
merőlegesen metszi. 


b! Könnyen látható, hogy az 
tr re ri, re Rő neo) 
függvény esetén is az előzőhöz basonló gömbök a szintfelületek. 
A feladat eredményét és az Összetett függvény deriválási szabályát al- 


kalmazva határozzuk meg e fűüezgvények deríváltját : 
n-1 esetén 


grad irl —grad Vir? — 





Ar, 
2y Ir 
Azaz 


gradÍr]—é,, regölrst, 
ennek felhasználásával : 


gradlel"z nr! : gradir[—nirí77! . e. 
2. Határozza meg az 
u:anr, rek 


ín állandó vektor) függvény szintfelületeit, és a gradlensfügg- 
vényt! 


Mivel t étszőleges cÉR esetén van olyan rg vektor, amelyre 


é— Hi 


így a szintfelületek egyenlete: 


BT—C—OEg, 
AZAZ 
nír—r— ő, 


tehát a szintfelületek az n vektorra merőleges sikok. 
Határozzuk meg a eradiensfüggvényt ! Mivel 


duz nír -k dr)—ar— nt " dr, 
Így : 
grad u—n, 


azaz a szintfelületekre merőleges vektor. 

Természetesen régzített koordináta-rendszer esejlén ugyanez az ered: 
mény adódik. 

3, Határozza meg az 

u: relixnH, ré R3 
függvény szintfelületeit, és c függvény gradiensét ! 

Mivel 

Ibxrl— ál - [rt sin (ü, ryeg ser - sin (d, Kr) d, 
amely érték az r vektor kre merőleges vetületének hossza, így minden 
ce Rt esetén a szintfelület egy olyan c sugarú hengerfelület, amelynek ten- 
pelye az x tengély, hiszen e felület miaden pontja c távolságra van az x ten" 
.gelytől. j 

A gradiens meghatározásához szükségünk van t koordinátás alakjára : 

ix(d4-yjtzk)zyk— zi, 
tehát 

u ere yt--zt, 
ebből : 


l 
grad yW—————-íyit zk). 
Vytaz? 
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erad u tehát az x tengely pontjai kivételével minden pontban létezik, és 
iránya merőleges az x tengelyre, hiszen 


1 - grad 4-0. 


4. Határozza meg az 

u: (x,y, zjeexzyizóg3xZy, (x,y, zjeR 
függvény u— 4 szintfelületének 

ro—ii4-]-tk 
pontbeli érintősíkját ! 


A szintfelület normálvektora : 


n—grad utra), 
ha 


grad ir) 5t 0. 
Mivel 


grad u í(2xyt 3 őxyji-tt (dot 3 3x214- 3xZvtzék, 
így 
nz 81-- 744-3k, 


azaz a sik egyenlete ; 


8(x— P)4-7(y— 1-4 3(2z— 1)—0. 


5. Mely pontokban lesz az 
u : (x,y, 2) drog Szt,  (x,y,zjeRő 


függvény u— 10-hez tartozó szintfelületének érintősikja párhu- 
ZAMOS a 


40x4-10y-t 507—21 


síkkal? 
Adjon meg egy olyan pontot a szintfelületen, amelyben az 
érintősik merőleges az adott sikra ! 
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A szintfelület a 
4x2gy ir 5Szé— 10 


egyenletű ellipszoid. 

Az adott sík akkor párhuzamos az érintősikkal, ha normálvektora 
párhuzamos a grad u(rg) vektorral. Ez azi jelenti, hogy van olyan 450 
szám, amelyre : 

grad Hír) — An. 

Mivel 
grad um 8x1-3-2yi-t lüzk, 


igy az előzőek szerint a 
8xg E 404, 
2yg- 104, 
107 504 


 egyenletrendszernek kell teljesülnie. 


A fenti egyenlőségekből 
Ezt a szintfelület egyenletebe helyettesítve : 

4(547-- (540 5(52)/— 10, 

l 1 

ahonnan Aj sz és 45 -z adódik. 

Tehát két olyan pont van a szinttfelületen, , amelyekben az érintősik 
az adott sikkai párhuzamos. Ezek : 

PAL; 1) És P-f(—1; —1;—1). 


Hasonlóan kereshetünk a szintfelületen olyan pontot, amelyhez tartozó 
érintősik az adott sikra merőleges. Ez abban a pontban teljesül, amelyben 
grad (rpg) merőleges az n vektorra, azaz 


n grad ul(rgJ—Ű, 
tehát : 
40 - 87 110 - 24.450 - 1079—0. 
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Mivel 
u(r)— 10, 
így a 
4x0--y6 1 525— 10 
egyenlőség ís teljesül. Ezen egyenletrendszer egy megoldását megkaphatjuk 


a 70 választással, (Ekkor az xy síkban keressük a pontot.) 2—0 válasz: 
tás esetén az egyenletrendszer egy megoldása : 


l 16 
V26 V26 
Megjegyzés: Végtelen sok olyan pont van, amelyben ez utóbbi felté- 
tel teliesüt. Ezen pontok az ellipszoid és a 
16x-1-y3-25z50 


sik metszésvonalának, egy ellipszísnek a pontjai. (A metszésvonal előállí- 
tása történhet például az yi paraméterválasztással. ) 


6. Igazolja, hogy az 
zzz 
u: (x.y, Dog , (xy, ZERT 


függvény w—1 szintfelületének érintősikjai illeszkednek az ori- 
gára ! 


Ha a P.(xo Yo, za) pont rajta van az e— 1 szintfelületen, akkor 


2 
01 


Xagya 
Az érintősik normálisát grad w(rog) adja : 
2 2 
z AZ 
erad wiryiz —-—2 4 j4-—k, 
Xan "o 
így az érintősik egyenlete ; 
2 ző 
Z 2Z 
ey (x—xg—— (y-yalt -— (z—zgyű. 
070 Ag tg 
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Rendézve: 


z6 26 2zg 


2 Ta ; 
ya Aa Agg 


azaz a sik valóban áthalad az origón. 

Megjegyzés : A megoldásból látszik, hogy nemcsak az 1—1 szintfelü- 
let érintösíkjai, hanem bármely szintfelület érintősikjai az origón áthaladó 
5ikok. A szintfelületek kűpfelülketek, amelyek csúcsa az origó. 

Ugyanis (1. a IH.2. nyeregfelülete fh, ha bevezetjük az 


V2 


2 





uzíxiy 


2 
v—-(x—y) E 


új változókat, amely mint láttuk az tengely körüli forgatással egyenértékű 
transzformáció, akkor : 


z-xyzüleé e) 


adódik, amely valóban egy kúpfelület egyenlete. 


2. Határozza meg az 
u: (x,y, Z)exőy-byzz,  — (x,y.2DER? 
függvény iránymenti deriváltját az 
rA2;1;3) 
pontban, az 
ati; 25 —2) 
vektor irányában! 


E szakasz bevezetőjében láttuk, hogy 


dt 


de, Mé erad urai " e. . 
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Az a irányú egységvektor : 

a 1 2. 2 

sz. me 41-34 —1——k. 

tatai 3 3 3 
Mivel 


grad u—3x7yi-t (294 2y7)j-- yik, 
Így az ra helyen: 
grad u(rg)— 121-- 14j-- k. 
Tehát az a irányban vett iránymenti derivált: 


du 38 
——] sgradtíray e eg . 


de. Fo 
3. Határozza meg az 
2 
nm: (x,y, zjx?et 23, (x,y. 2JERŐ 


függvény iránymenti deriváltjának maximumát az r(il; 4; 3) 
pontban, és adja meg a maximumhoz tartozó irányt ! 


Láttuk, hogy 
Ét 


de ÍTa 
ahonnan a skalárszorzat definiciója alapján : 


—grad uírgy " e, 





tt 
-][ s]grad utrol " lel - cos e, 
rö 





ahol e jelöli a grad uíro) és e vektorok szögét. Mivel 


lej- 1 
ÉS 
lcos alsz], 
így 
du 
ge [edőőlgrad ug 
1783 


Tehát az iránymenti derivált maximuma az rag pontban: 


Igrad url (2xg2t sőr (22 /56. 


Ez a maximális érték akkor adódik, ha a—0, azaz az e vektor párhuza- 
MOS AZ 


az grad ulra) vektorral, 
Az a vektor : 


a—2i-t 4j- ők, 
így az énament derivált az 
a 4 11) 


-——— ir — j4h— k 


a 77 Vs6 V56 


egységvektor irányában maximális. 


9. Határozza meg, mely irányban maximális az 
u: (x,yjex? gyz, (x,yjeR? 

függvény iránymenti deriváltja az 
rál; 3) 


pontban ! 


Adjon meg egy olyan irányt, amelyre az r, ponthoz tartozó 
iránymenti derivált zérus ! 


Láttuk, hogy az iránymenti derivált a grad u(ro) vektor irányában 


maximális ; a maximum iránya tehát : 


grad uryezei-t 2yois 214 6. 


Ez a maximális érték : 


Igrad mr] sz 40. 


Az iránymenti derivált bármely grad uíro-ra merőleges vektor irányában 
zérus. Ilyen vektor például a B(— 6 ; 2) vektor. Ekkor ugyanis : 


— grad u(rg] " €,—0. 





der IG 
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10. Határozza meg az 
u : (x,y, 2jF-x2ty?d4-z2, (xy zeR 

függvény r.(1 ; 1: K2) pontbeli iránymenti deriváltját az 
r : e-2 costá-t2 cos £ sin 8-2 sin ik, ER 


térgörbe ozT helyhez tartozó érintővektora irányában! 


AZ 
r : rt, ek 

függvénnyel adott térgörbe rajta van az 
uzutrai 

szintfelületen. Ugyanis: 


x2--yérztsdá cost 144 cos? t sin" 144 sin! is 
m4 cos2 tícoszttsim) 44 sin" t—4—u(rg). 


Mivel a görbe illeszkedik a szintfelületre, így ennek érintővektorára a 
grad u(rg) vektor merőleges, tehát a keresett iránymenti derivált zérus. 


(őnnyen látható, hogy C 6) és grad uirg létezik. 


Megjegyzés: Az úsz4 szintfelület egy kéi egység sugarú origó közép" 
pontú gömbfelület. A térgörbe e felület és az 


x-ty"—2z—0 
egyenletű hengerfelület metszésvonala. (Ún. Viviani-görbe, I. 65. ábra.) 


11. Igazolja, hogy az 
xyz 

F--uír)— xöryir "zz , ha r50 re 
Ű, ha r—Ú 


függvény nem differenciálható az origóban ! o 
Határozza meg, mely irányokban létezik e függvény origó- 
beli iránymenti deriváltja ! 
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Az orisőbeli parciális deriváltak : 


,  u(do; 0; —n(0) 
40) Hm E sr 


mivel a számláló azonosan zérus, 
Hasonlóan látható be, hogy 


(0) sz (0)—0, 


Így, ba u az origóban deriválható, origőbeli deriváltvektora csak a null- 
vektor lehet, azaz a deriválhatósághoz a 





im [ul dry—u(0)— d.dr] — dim KAN 

4r--Ü [drl — áró [dr] 
egyenlőségnek kelkne teljesülnie. 

Gömbi koocrdinátákra áttérve : 

u(dr)— dr] - cos $ sin- 8 cos psin w, 
tehát 

iim kásestáll li B sin b i 

Jim, Tri z lim cos d sin" 4 cos psin g, 


amely határérték nem létezik, így uw valóban nem deriválható az origóban. 
Vizsgáljuk meg, mely irányokra létezik az origőbeli iránymenti de- 
rivált! 
Láttuk, hogy ennek létezése 


tmenu(0-- er, teR 


függvény 1-0 helyen való diflerenciálhatóságát jelenti. 
Legyen az e egységvektor : 
e—cos 0 sin 83--sin e sin 9j-4-cos ők. 
Ekkor: 
uef-rcos psin psin? 8 cos b, 
azaz a 
uier 
fin ED 
mű d 
határérték bármely rögzített g, $ pár esetén, azaz bármely irány mentén 
létezik, noha 4 nem differenciálható. 
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4. Vektor-vektor függvények 


Ha a háromdimenziós tér vektorainak egy D részhalmazát 
leképezzük e tér D-től nem feltétlenül különböző részhalmazá- 
ra, akkor vektor-vektor függyényt (azaz vektorteret) értelmezünk. 

Yv: r--vír), reD 
Ilyen függvény például a IV.35-ban szereplő skalártér derivált- 
ja az 

regradulr),  reT 


függvény. 

Ha térben rögzítjük az i, j, k egységvektorokat, és ezzel 
együtt egy Descartes-féle koordináta-rendszert, akkor e koor- 
diuáta-rendszerben v mindhárom koordinátája egy-egy három- 
változós függvénnyel jellemezhető : 


Yv: rap (xx, p, z1--b(x, py. 214--v.(x,y.zdk,  reD, 


E függvény határértéke, folytonossága az előzőekhez hasonlóan 
értelmezhető, így azzal nem foglalkozunk. 
A 


v : (evír), reD 
függvényt a B tartomány r,e D torlódási pontjában differen- 
ciálhatónak. nevezzük, ha van olyan A tenzor, amelyre : 
m Lot /4r)— víraj— ád .. Idv—Adri 
mem lim —————— — 
ait [dr] Ar ri ] drl 
Az A tenzort a vektortér ra pontbeli deriválttenzorának nevez- 
zük : 


4—-ÍYI 


dr Le 


A tenzor lineáris vektor-vektor függvény, azaz bármely a, b vek- 
tor és A, cc R esetén 


A(4a1- bh — A(4da)t- u( Ab). 
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Speciáltsan, ha minden vektor képe önmaga, egységtenzorról 
beszélünk : 
Er—r,  reER?. 
Rögzített koordináta-rendszer esetén a deriválttenzor létezésé- 
nek szükséges és elégséges feltétele v koordinátáinak differen-. 
ciálhatósága. Ekkor a dériválttenzor mátrixa : 
991 001 004 
öx H9dy Ozt. 
dv (292 902 902 
dr tóx dy ÖözV 


903 003 005 
dx 9dy Oz 


A vektorteret olyan görbék segítségével szemléltetjük, amelyek- 
nek érintője minden rgy pontban ví(rg)-lal párhuzamos, sűrűsé- 
gük a vektortér nagyságával arányos. (E vonalakat az Olvasó 
fizikai tanulmányaiból áramvonal, erővonal néven ismeri.) 
Lényeges fizikai tartalma van a deriválttenzor bizonyos 1n- 
variánsamak. 
Legyen a 


v:Kevír), reb 


függvény differenciálható az re D helyen. Az r, pontbeli deri- 
válttenzor sajátértékeinek összegét (mely érték a koordtnáta- 
rendszer megválasztásától független) a vektortér ra pontbeli di- 
vergenciájának, a deriválttenzor vektorinvariánsát a vektortér 
ra pontbeli rotációjának nevezziik (Il. a 2. és 3. feladatot !). 

Rögzített koordináta-rendszer esetén a divergencia : 

; J0g , 902 003 

div v— dx 9y Tt Oz 
A. definícióból következően a divergencia skalár mennyiség. 
(div víro) a vektortér ra pontbeli forrássűrűségére jellemző. Ha 


. div v—Ú a korlátos zárt TFCD tartomány minden pontjában, 
. akkor a vektorteret e tartományon forrásmentesnek nevezzük. 


E fogalmak fizikai tartalmát a felületi integrál, ill. GGauss-tétel 
tárgyalása során világítjuk meg bővebben.) 
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Rözszített koordináta-rendszer esetén a rotáció : 


903 AD a ÖDz H04 4 HÚ HV, 
tot v-[55 5) e ő I ETESETT hi 
Á rotáció vektormennyiség ; rot vírog) a vektortér ra pontbeli ör- 
vénysürűségére jellemző. Ha a f tartomány pontjaiban rot v—0, 
akkor a vektorteret 7-ben örvénymentesnek nevezzük. (L. Stokes- 
tétel.) 
Ha bevezetjük a nabla-operátort : 
ú. a. 9 
vegzett az 
akkor ennek felhasználásával : 


erad u— V . u (skalárral való szorzás), 
div ve V . v (skalárszorzat), 


k, 


i j k 
-gxyei d d 0 
rüt Y— VX y— öx gy öz[ 


by D2  Dz 


Megjegyzés : Úgy kezelhető a nabla-operátor, mint differenciáloperá- 
tor, így például: 


Vé - ze Vingv tul Ve), 
a szorzat deriválási szabályához hasonlóan. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg a 
vy:FerT, re R3 


függvény deriválttenzorát ! Írja fel e tenzor mátrixát ! 


A függvény deriválttenzora az egységtenzor, ugyanis : 
Fdr— -Zr, 
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és 
Ay — Ar 
miatt 
lde— A drl 
drl 


hiszen a számláló azonosan zérus, 
Az egységtenzőor mátrixa az egységmátrix, azaz : 


109 
2-1 9]. 
0 0 1 


Megjegyzés: E vektortér divergenciája állandó 
div vs 3, 
rotációja a tér minden pontjában zérus. 


2. Írja fel annak a 7 tenzornak a mátrixát, amely minden 
r vektorhoz axr-et rendeli, abol a rögzített vektor : 


Trhmaxri,  reERő, 
Legyenek az a vektor koordinátái aj, aa, az. Határozzuk meg az egy- 
ségvektorok képét! 
fTfi—axiz a4j— ask, 
T1-axj—ajk—ad, 
Iksaxk—a4— aj. 
Egy tetszőólegés 
rsxityi--zk 
vektor képe: 
Irzx(TD-4-yíifsziTk), 


azaz a Tf tenzor mátrixának oszlopvektorait az íi, £, k vektorok képe adja. 
T tehát az alábbi mátrixszal adható meg: 


0 —gz 
kk Ü — 4] haj 
— da kj! Ű 
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€kkor ugyanis 


Ü — (3 daija 
—a; 84  ŰÜ/iz 
—m(—dgy-- aszt azr— azt (— ax tajyjk— ar 


17 málrixának és az r vektornak szorzásakor a sorroszlop szorzást alkat 
maztuk.) 


Megjegyzés: E tenzor a teret az a vektorra merőleges sikra képezi le. 
szokásos a f—ax (a kereszt) elnevezés. 

3. Határozza meg a 

v:rmaxr, re R?, 


(a állandó) vektor-vektor függvény deriválttenzorát ! 


Mivel 
axr— (asz —ayyji—(ajz— aze t-(ajy—anx)k, 
így a deriválttenzor mátrixa : 


ja 22 vi 
dx d dz 


Hi Vz Hy 3 Dry 
dx Gy Hz 


A deriválttenzor tehát az előző feladatban szereplő ax tenzor. 
E vektortér rotációja : 


i j k 
rat y- 4 ő dl —2 
ax 9y öz [/ 85 


H.2—élgy dX4—dyz dys aax 


eívergenciája pedig azonosan zérus. 
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Megjegyzés; 

a) Minden mátrix (tehát minden tenzor is) egyértelműen felbontható 
egy szirnmetrikus és egy antiszimmetriküs részre, Minden antiszímrmeirikus 
mátrix ax alakú, azaz egyértelműen meghatároz egy a vektort. (Áz egész 
teret a-ra merőleges síkra képezi le.) Igazolható, hogy € vektor független 
a koordináta-rendszer választásától. E. vektor a tenzor vektorvariánsa. 

b1 A v vektörtéret az a tengely körül lal nagyságú szögsebességgel 
forsó merev test sebességyektorának tekinthetjük. 

Látjuk, hogy ez esetben a vektortér rotációja a szögsebesség irányát 
adja meg. Azaz a rotáció iránya a forgástengely irányába mutat, nagysága 
a szögsebesség nagyságával megegyező. 


4. Határozza meg a 
v:raaibn),  reR 
(a, b állandó vektorok) deriválttenzorát ! 


Legyen a választott koordináta-rendszerbten 
az edit a2j- ak, 
b—bji4- b-t bak! 
Ekkor: 
altwj—(bpxt bay b.zXaji-- a-t ek. 
Tehát a deriválttenzor mátrixa : 


ab, aba aba 
—fad azbz ab] - 
ab, aba ab 
E vektortér divergenciája — a mátrix főátlóbeli elemelnek összege —; 
div vrs—-ajbita ba tazbzab. 
A vektortér rotációja. (1. a 3. feladat megjegyzését !) : 


azaz 
rot vr—bxa, 


iehát diív v és rot v is csak az a, B vektoroktól függ. 


dj 
dr 
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Megjegyzés: A deriváltmátrix az a és b vektorok diadikus (tenzorálisy 
szorzata" aob. 


(Az a oszlopvektort szorozzuk a b sorvektorral, sor-oszlon szorzássalft 
Könnyen látható, hogy 


(ac hr albr, re R?, 
Azaz 


d 
— (aocbirsaob. 
dr 


5. Határozza meg a 
Y : (x,y, zjerxZyit yőzjttzőxk,  — (x,y, zjeR 
vektortér divergenciáját és rotációját! 
di  — ——ua—— ui. rm— ell emil 
ÍV Y B FH EN -k öz 2xvt2yz-t2xz, 


Í ] k 


9 da 
a pa s —y4—29j— x2k. 


xy viz ztx 
6. Határozza meg a 


v: (x,y, 2j-já— xi), (X. 3. zjER 
vektortér rotációját! Értelmezze az eredményt ! 


i í k ! 
a a a 
f Wzf-—-e — en ——j]z kr 
pi dx 94 HZ ? 
y —-x 0 


A vektortér z-től független, hengerszimmetrikous tér. A z tengelyű, R sugarú 
hengerfelület minden pontjában: 


IeizVatty2 R. 
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Könnyen látható az is, hogy a hengerfelületre merőleges a(xy; ya; 09 vekr . 
tor vúrgbra is merőleges, hiszen skalárszorzatuk zérus. Tehát e vektortér 
trajektóriái, erővonalai a hengerfelület palástjára illeszkedő körök. Így 
rot v iránya a henger tengelyével megegyező, azaz az erővonalak csavaro- 
dási tengelyének irányába mutat. 


7. Legyen 
u: mehet , D:freRilr-0 
ir sé pyzr zi 
és 
vs grad u. 
Igazolja, hogy 
dív Y—Ű. 
Mivel 
üt du Öt 
———141——ir——k, 
erad u öz 1-b öv j-- öz 
azt kell igazolnunk, hogy 


a 0-4 HEZ) Ön 
dív vsz dív (grad Ddezatsataz 


Azt, hogy a fenti u függvény eleget tesz e differenciálegyenletnek a kétvál- 
tozós függvények tárgyalása során már igazoltuk. 
Megjegyzés : Szokásos a 


a a a 
7 - 4 mat az öz 
operátor (Laplace-féle 4) bevezetése is. Ennek felhasználásával : 
div grad u— Zu. 


8. Igazolja, hogy ha a 
zgrad u, reD 


vektortér folytonosan differenciálható egy korlátos zárt T tar- 
tományban, akkor itt v örvénymentes, azaz 


rot yK—ű, reg. 
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Láttuk, hogy 
önt dt, du 
roprad szg tt sz k, 
tehát 
ih  j kk 
Tot Y— [ / — 2 b kézi 
dx dy Hz 
du Bu OR 
öx By öz 
KEZES EZ TEZNEZE 
öyöz — Özöy dxöz  dSzöx dxdy dyöxF 


Mivel v folytonosan differenciálható, Így a szereplő másodrendű parciáli- 
sok egyenlők, azaz rot v mindhárorn koordinátája zérus, amivel az állítást 


igazoltuk. 
Megjegyzés: A V operátor segítségével formálisan könnyen belátható 
a feladat állítása : 


rot erad ú—Vx(Vo)-(VxViu—0), 


hiszen két azonos vektor vektoriális szorzata ZÉLrUs. 


9. Igazolja, hogy a 


virecze, D—-freRölrA0) 


ir] 7 
vektortér rotációja zérus! 


A 3. szakasz 1. feladatában láttuk, hogy 
r 


grad iri— ; D-freéR"frs0), 


L 


tehát a vektortér egy skalár-vektor függvény gradienseként írható fel. 
. Mivel € vektortér az értelmezési tartománya minden pontjában foly- 
tonosan differenciálható, így az előző feladat szerint rotációja zérus. 


10. Igazolja, hogy ha a 


W-rot v, rt 
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vektortér folytonosan differenciálható valamely T tartomány- 
ban, akkor ec tartomány minden pontjában 





dív w—0. 

Mivel 

úl Vg az ís sz] e) 
merotv-[ pa kial EYNET7 köl EVÉNTYI Ét 


Így e vektortér divergenciája : 


AV WE RBY ÜXOZ  öyőx  öyöz  özöx özöp 


A folytonos deriválhatóságból következően a másodrendű vegyes parciás 
lis deriváltak egyenlők, Így 


divrotyr—0, .  reT, 


azaz a rot v vektortér T-ben forrásmentes., 
. Megjegyzés: A V operátor alkalmazásával most is könnyen igazol- 
ható az állítás : 


divrot v—V (Vxv-0, 
mivel a vegyesszorzat zérus, ha a vektorok egysikúak. 

11. IgazoBa, hogy ha a rot v vektortér egy 7 tartományban 
folytonosan differenciálható, akkor 

rot rot ve gerad dív v— /y, keg, 
ahol 

4—V" a Laplace-féle operátor ! 


A folyionos differenciálhatóságból következően a bal és jobb oldalon 
álló függvények egyaránt léteznek 7-ben, csak ezek egyenlőségét kell 1ga- 
zolnunk. Dolgozzunk a V onerátorral ! 


rotrot vy—VXx(V.x v). 
Vektorok körében ismert az ún, kifejtési tétel, mely szerint : 


ax(bxro- (acib-(abk. 
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Ezt alkalmazva : 
VAX xs V(Vv— ÉV Vjvr—Vdiív v)—Vévzzgrad dív v— dr, 


amit igazolnunk kellett. 


12. Legyenek az 


u: me-tiír), reD, 
és a 
v : F--Yír), re b. 


függvények differenciálhatók egy 7 tartományban! 
Határozza meg a 


W : Te-nír)vír), reb nD. 
vektortér divergenciáját és rotációját ! 
Alkalmazzuk a V operátort ! 
Tudjuk, hogy 
div w—-Ww, 
tnásrészt, mivel V differenciáloperátor, Így szorzatra alkalmazva : 


Vir (Vu) - V-t Vv). 
Tehát: 
diív wv—Vi : 9—Y( Ve) ru Vv]— v grad 4-- at dív v, reT, 


tt és v differenciálhatóságából következően grad u és dív v létezik 7-ben, 
így ugyanitt dív w is létezik. Hasonlóképpen határozható meg w rotációja is : 


rot WV xweV x(av9)-Vax vi níV x ve 
szégrad uj xx v-turot v, rég. 


Mivel grad u és rot v létezik 7-n, íry rot w is létezik. 
13. Legyen 
MH: ERFZ, re R? 


és 
v:rarr, reg. 
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Határozza meg — amennyiben értelmezett — 


grad div rot v, 
rot rot grad u, 
div díiv grad u, 
rot erad dív v 


értékét az ro(1; 1; 1) helyen! 


a) Láttuk, hogy (1. a 10. feladatot) 
divrotvaO0,  — réR3, 


így e skalártér gradiense is zérus. 
b] A $. feladatban igazoltuk, hogy 


rot erad 4—0, reR", 

Így ennek rotációja 15 zérus. 
c) Láttuk, hogy (I. a 7. feladatot 
div grad ur- du szskalár, 


skalárnak viszont nincs divergenciája, tehát a felirt kifejezés nem értel- 
mezhető ! 

d) Mivel div v skalár, ennek. van gradiense, és ez vektor, ennek vi- 
szont létezik a rotációja, Így a felírt kifejezés értelmezhető. 

Mivel tudjuk, hogy 

rot grad 2—Ú, 


így 
rot erad div vsÜ, réR3 


14. Határozza meg a 
w:rmrr,  réR 


függvény divergenciáját és rotációját ! 


Legyen 

usr, rerő, 

VITT, rex, 
Ekkor : 

W—-kt V 
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A 12. feladat eredményét alkalmazva : 
div w—dív (niv)—v erad u-t u - dív vezer : 2 ré - 3—5rt, 


(Láttuk ugyanis, hogy 


erad reg, 
divr —3.) 
Hasonlóan 


rot wserot (wwv)—(grad üYxXv3 urot vedrxráert— 0. 


Természetesen w koordinátás alakjából ugyanez az eredmény adódik. 


15. Legyen 


Yy : re-vír), re R3 
w:r--wín,, rek 


es 
H-—-— VIV. 


Határozza meg a skalártér gradiensét, feltéve, hogy v és w dif- 
ferenciálhatóak ! 


Látszólag könnyen célt érhetünk a nabla operátor alkalmazásával : 
VuzVírwja (Vejw HE(Vwi— (dív viw-k v dív w. 
Könnyen beláthatjuk azt, hogy nem a helyes eredményt kaptuk. 
Legyen például 
vír)—T, 
Wírj—r, 
ekkor 
út rerrZ, ré R3, 
tehát 
grad u—2r. 
A fenti összefüggés alkalmazásával azonbari : 
r div r—r div r— őr, 


hiszen 
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divr 3 (l. az 1. feladatot, 


a nabla operátor mechánikus alkalmazásával tehát nem érünk célt. 
Induljunk el más úton! 
v diikrenciálhatóságából következik, hogy 


d 
Arm Ar E(dr), 
dr 


ahol 
El Ar 
err Ü ] drl 





—0. 


Ezt alkalmazva : 
Alvw)— vír-- Ar) - wir dr) — vir] wir) — 


dv dw 
- [0-5 E-t e(40) [9 kH 7 Ar-- szan] ma P(r) wir). 
Rendezve kapjuk, hogy: 


dw ív 
dAdum—v — r-t w — dr--t. 
dr dr 


Tetszőleges 4 tenzorra és a, b vektorokra : 
a(4bh— Ata), 


ahol A" az A tenzor adjungáltja. (Az adjungált tenzor mátrixát az eredeti 
mátrix elemeinek a főátlóra való tükrözésével kapjuk, ez a mátrix transz- 
ponáltja.) 

Ennek alkalmazásával : 


male ég 


azaz : 
dwyt dev 
rad 4— ) — —— . 
erad ti (a) va(55) v 
A 4. feladat megjegyzésében szereplő diadikus szorzat alkalmazásával: 
ív 


—g a FGTT. 
dr v 
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(Ezt az állítást az Olvasó könnyen beláthatja, ha a 4. feladatban szereplő 
an és b vektorok helyébe a v, ill. V vektor koordinátáit helyettesíti, ) 

Látható az is, hogy a két tényező cseréje éppen a mátrix transzponált- 
ját szolgáltatja : 


dvűt 
r— — ar Yv. 
dr v 


Tehát végeredményben : 
grad írwja(Vovjwi(Vowjrv. 


E feladattal arra szeretnénk felhívni az Olvasó figyelmét, hogy a V-operátor 
mechanikus, gondolkodás nélküli alkalmazása néha tévútra vezethet. 

Megjegyzés : Bizonyítás nélkül közlünk néhány fontosabb deriválási 
formulát. Legyenek az u skalár-vektor, v, w vektor-vektor függvények dif- 
ferenciálhatóak egy f tartományban. 

Ekkör : 

d dv 

Ty (Wv]jss ut pr ral grad u, 

dív (v-wja —vrot w-t-wrotr, 


rot wxw-t w- ét v4-v díiv w—w diív v. 
dr dr 
16. Az előző feladat megjegyzései alkalmazásával határoz- 
za meg az , 
r(AXxXDXxT, re R? 


vektortér divergenciáját és rotációját ! (a állandó vektor.) 
Legyen 


V:THAXE, re Rő, 
W: reer, 


ekkor 
(Ax TJXTSVXW. 

A 3. feladatban láttuk, hogy 
rot (axr)— Za, 
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valamint az 1. feladat szerint : 
root r—Ü, 
így az előző feladat eredményeit alkalmazva : 
dív (VX w)z — v root w--wrot v—2ar. 
Hasonlóan : 


tlsd Y-t v dív w— w diív v. 
Az előzőleg említett feladatok eredménye szerint : 
d 
Fr" (a hat r) -— ál, 
d 
gr r— E. 
Ezek alkalmazásával : 


Tot (Yv woax w— Evt 3(axr)—0z (a xr). 


Természetesen a koordinátás alak alkalmazásával ugyanez az 
eredmény adódik. 


TOt(Yx w-S w — 
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V. KETTŐS INTEGRÁL 


1. Kettős integrál négyszögtartómány esetén 


Legyen TC R" korlátos, összefüggő ponthalmaz. T-t mér- 
hetónek nevezzük, ha a T-t tartalmazó (T köré írt) sokszögek 
területének alsó határa megegyezik a T által tartalmazott (T-be 
írt) sokszögek területének felső határával. Ezt a közös határt 
T területének (mértékének) nevezzük, és u(T)-vel jelöljük. 

A továbbiakban feltesszük, hogy T mérhető. 

T felosztását adja az 


4—íTETI i-—1,...m 


halmazrendszer, ha a T, halmazok valamennyien mérhetőek, 
egyesítésük T-t adja, és a T, Tfiszj) halmazoknak nincs közös 
belső pontjuk. 
. Azt mondjuk, hogy a felosztás minden határon túl fino- 
modik, ha a T , halmazok mindegyikének átmérője zérushoz tart. 
Legyen az f; F--R kétváltozós függvény korlátos az elő- 
ző T tartományon, s jelölje m(M ,) f értékeinek alsó (felső) ha- 
tárát a TT halmazon! 
Az ffüggvényt a T tartományon injegrálhatónak nevezzük, 
ha a 


ZmülT) ésa 2 MT) 


összegek határértéke bármely minden határon túl finomodó fel- 
osztássorozat esetén létezik és egyenlő. E közös határértéket ne- 
vezzük f T-re vett kettős integráljának : 


[ff frepa. 


Ha f integrálható 7-n, és 
Vt vá UJ Ta, 
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ahol T,, T. mérhető tartományok, amelyeknek nincs közös bel- 
ső pontjuk, akkor a definícióból következően ; 


[T[-[[ 


Ha f folytonos a mérhető területű, korlátos, zárt f tartományon, 
akkor J / f biztosan létezik, f folytonossága azonban nem 


szükséges feltétele az integrálhatóságnak. Ha fintegrálható T-n, 
és fex, y)s 0 minden (x ; y)eT pontban, akkor J J fa T tarto- 


mány feletti z:— f(x, y) felülettel határolt hengerszerű térrész tér- 
fogatát adja (49. ábra). 
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E pontban csak négyszögtartományokra vizsgáljuk a ket- 
tős integrál kiszámítását. 
Négyszögtartományról beszélünk, ha 


T-t, y) I] asxzb, csysd). 
Ékkor, ha f integrálható 7-n és létezik az 


b 
pr fi fügyydx, — yelcsd] 


függvény, akkor 
d 


b b F.j 
117] [rea gy [ [68 dx. 


T c 


Négyszögtartomány esetén tehát az integrálás sorrendje felcse- 
rélhető. 

Speciálisan, ha 

fGx,y)zzgbo)hív) — minden  (x,yjéTre, 
akkor 


J] f7 / rag] / h(y) ay] , 


feltéve, hogy a jobb oldal két tényezője létezik. 

Kettős integrál esetén is értelmezhető az improprius integ- 
rál. Ennek konvergenciája az egyváltozós függvények körében 
megismertekhez hasonlóan történik. E témával általánosan nem 
foglalkozunk, csak néhány gyakorló feladat megoldása során 
utalunk rá. 
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Gyakorló feladatok 


(1) Határozza meg az 
f: Cyjrexóddy,  (x,yjeR? 
függvény integrálját a 
T— (x,y) l0sxsl, 0syzl) 
egységnégyzetre ! 
f folytonos R2-en, így integrálható. Négyszögtartományról van szó, 


ezért az integrálás sorrendje tetszőleges. Integráljunk először x szerint! 
x szerinti integrálásnál 4y állandó, azaz integrálja dxy, így : 


i 
x? il 1 
(x24-4y) dxz [5réo] 2244y. 
o 3 
ő 
(Természetesen a határokat az x változó helyébe helyettesítet- 
tük!) Tehát : 


J J [7 / fi fé dy— / Frv]o- 


IZ .ovel 7 
B [, c 


Az Olvasóra bízzuk annak ellenőrzését, hogy fordított sorrend- 
ben végezve az integrálást ugyanez az eredmény adódik. 


2. Határozza meg az 

f:ügyjeety, (x,yjeR 
függvény integrálját a 

Ta ((x, y) [0Sxsln 2, 0zyzln 3) 
tartományra ! 
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Mivel a tartomány négyszögtartomány, és 
e xt4y. . ezxety 
így € rész bevezetője szerint ; 


in3 "hu3 


ej ln 2 ln 3 
[AATderer 
4 úg 


A határok helyettesítésekor vegyük figyelembe, hogy 


tehát: 


e eántE tét 
NY TÉKÉK tő 


Ugyanez az eredmény adódik akkor is, ha a kettős integrált nem bontjuk 
szét két egyszeres integrál szorzatára : 


in 24 In 3 


xy e 
fi J fs 11 fv dxz Je e -] vsz 
Fú Ül 


In 2 


-I 2063 gy 7 lerjn2 





112 


3. Határozza meg az 

f:€yjeerT (x,yjeRi 
függvény integrálját a 

T-((x. pp) lÜsxzzsa Oszyszsa!  (az0 
tartományra ! Mi az eredmény határértéke, ha a minden hatá- 
ron túl növekszik? 
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Az előző feladathoz hasonlóan járunk el. 
Mivel 
8759 szeg), 


és a tartomány négyszögtartomány, Így 


a a a 2 
NEG Je [es [es ke 
Vö Ü 


s(1—ergy e — egy, 


lim(1—e77jé—1, 


azaz f-nek az első síknegyedre vonatkozó impropritus integrálja létezik, és 
értéke 1. 


4. Határozza meg az 


f:G€.yjersin(x-4-y) (xx yjeR 
függyény integrálját a 


sz TE I 
1 (es y)108x£-7-, 08yé 5 
tartományra ! 


inteésráljunk először x szerint! Mivel ekkor a py állandó, így : 


hd 
z ge 
J sin (xy) dr [ —cos (rt vi 2005 y—COS b 5] - 
Ü 
a 


008 y-sin gy. 
Ennek felhasználásával : 


III eosytsín god [dí 7- €0s [- 


H 


-(in7-sss3]- (sin 0 — cos 0) — 2. 
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5, Határozza meg az 


f:Cegyexyeété, — (xyjeR? 
függvénynek az egységnégyzetre vett integrálját ! 


f szorzatalakban írható fel: 


Bxveő te txeőye?), 
tehát: 


1 i í 2 
[[- fed fegdjed- 
(ELJ 


(Természetesen más úton számolva ugyanerre az eredményre jutunk.) 





6. Integrálja az 

f:eeyezza BF (GYJER TaZ? 70) 
függvényt a 

Ta ((x y [isxsy3 0sysl) 
tartományra ! 


A T tartományban / folytonos, tehát integrálható. Mivel T-ben x--0, 


igy az integrandust a e. alakíthatjuk át: 
XT a! x 


egg 


Integráljunk először v szerint! Ekkor x állandó, tehát : 
1 
J 1 1 
x 2 
3" al 
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h 
dxz [reg ] s arCÍg ——AICetg x. 
AA "e 


1 p L. uk 
(Az integrálás során felhasználtuk, hogy — a belső függvény y szerinti deri- 
x 
váltja.) 


VE j 
JI fr eragzán 
T r 


Parciálisan interrálunk : 


u" :si, 
v:sarccig x 


választással kapjuk, hogy 





vs 
If 1. — dx 
T 1 
A második tagot átalakítjuk : 
V3 l V3 
x 1 2x V3 
e ——11 

[dee ) mat j[Darajy. 

í 
A határokat behelyettesítve : 


J f7evőszoee /3—arcctg 14-7(n 4—in 217 
T 

JE s rim 
[3 7 zt K2 


7. Határozza meg az 
. 2xy . 
f:(x,y) my ? 


Lüggvény egységnégyzetre vett integrálját ! 


D.- ((x, DER? [523-y"/0) 


faz origúban nincs értelmezve, sőt, mint azt ÉT.3-ban láttuk, itt határ- 
értéke sincs. 
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Könnyen belátható azonban, hogy f korlátos. A számtani és mértani 
közép közötti egyenlőtlenség alapján : 


ra pé 
s a -- 
zj/x7yís[xy], 





azaz 


Aa. yiisi. 
Mivel f korlátos, és az origó kivételével minden pontban folytonos, így 
integrálható. 


IT-! (És ———z dx - finci 


i i 


- [/narsdd- ( 79msax 
Ú ü 


Mindkét tagban parciálisan integrálva (u :-y): 


l 


2 — — — 
fü jdysz E -mdssdj - [ége 
ül 


ih) 

j y I pp 1 1 I 
——-1ln2— —-——-[dv——1n2—1———1n (1-4 -1n2—-. 
2 ft ess) 772 E zat Dj 7072 

Ü 


Hasonlóan a második tag: 


1 1 


1 
2 Inydyz [7 in vs- / ydyzs 72" 
j Ú Ú 
(Ugyanis: lim y.hvy7-0) Így: 


fi ] fs ln 27-0,693. 
T 
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Megjegyzés : Láttuk, hogy [f(x, YIA1 az egységnégyzeten, így telje- 
sülnie kell a 


I] 


egyenlőtlenségek. 


sz (T).1—1 








8. Határozza meg az 


1 
f(x, ya —, — D7- f(x) ER? ] x4yis0) 
0 verR 


függvénynek az egységnégyzetre vett integrálját ! 





Az előző feladatokkai ellentétben / nem korlátos 7-n, tehát egy Ím- 
proprius intecrál értékét kell meghatároznunk. / biztosan integrálható 7-n, 
ha van olyan f-et majoráló függvény, amelynek T-re vett integrálja létezik, 


Mivel 


1 
sz 


1 
Vxry? Va 





ÉS az 
1 
Tr 
Vx 
így f integrálható a T tartományon. 


Először x szerint integrálva : 
1 


[E Votsz[d2y 1692 2y 


xtyé 


improprius integrál könvergens, 





1. 
(yző miatt [1 —y). 
Tehát 


[j 1 
[je fYszs-[d9. 
T Ű ű 
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Az első tag esetén helyettesítéses integrállal jutunk eredményre. 


legyen 
y:—shz. 
Ekkor 


Vi1-t-yzsechz, 
dy 

—5ehr. 
dé" 


(A nelyettozítéssor az integrálási határok is megváltoznak.) 
arsh I atshi 


[77 b [/dd8cárm [/enzenét 


ü 
arsbi 
m1-sh 22-i , 
[do2esej, 


Figyelembe véve, hogy 


sh (arsh 1)— 1, 
és 


sh2r—2 shi chr—2shrV1--shr, 
kapiuk, hogy 


J far ranhic 
T 


Végezzük el az integrálást fordított sorrendben is! 





1 
7 -[ sh ME — are —— 
I; ER Vx Jo 
e) 
hát 
l 
ffrefrrn e 
T Ü Vx 
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FParciálisan integrálunk : 


4 :7-], uzx 
ekkor 
1 1 —] -m 1] 
v:sarsh — E mm  — Ez 





Va 7 ej Prertl 


ébből következően: 


l 
IIb :2 kádi sarsh14-[/5--1 07 
2 a VI4-x 


—arsh 1--[/2—1. 
(Felhasználtuk, hogy 





1 
lim x arsh —:-0, 
-HO Vx 


amit az Olvasó pi. a LHospital-szabály alkalmazásával igazolhat.) 
Látjuk tehát hogy e feladat esetén is teljesül az 


1 4 1 1 
JT [rend f [/ondsa 
t 0 ü Üü 


egyenlőség. 


9. [acerée az 


f: ye pengő D— ((x. JER? [ xy 70) 
függvényt az egységnégyzetre 1 


A függvénynek nincs határértéke az origóban, nem korlátos 7-n, sőt 
az 


l 
xof(x,0——, — rERKOJ 
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és 


vető s: xERMO) 


függyények [0; tj intervallumra vett improprius integrálja nem létezik. 
Határozzuk meg először / iíntegrálját a 


Tost(x, p) losxzt azyzi)  (az0 állandó) 


tartományra, majd vegyük ennek határértékét, ha a zérüshoz tart! (f T,-en 
folytonos, így integrálható.) 


l 1 1 
f 
ME Agi a 
[fee [864 la dyz 
a Ü e 
i 


1 


- [ naszdv- [ 2nya 


a 





Mindkét tagban parciálisan integrálva kapjuk, hogy : 
1 
pi 
. yti-l 
J fe Íy In (1 rxdj— : HETI dy — 2 in y-yh s 
fi a 
E[yin(1--y9)—2y mm y-2 arctgy]i — 


—In 24. —[aln (1-ha?)—2a na 2 arctg a). 


A zárójelben levő tagok határértéke zérus, ha a tart a zérushoz, így f integ- 
rálható T-n, és: 


Jfraz. 
T 


Végezzük el az integrálást fordított sorrendben is! 
1 
fi 


i 1 ——— 
1 
XTJy ; er] Vx Va 0 





4 Va 


210 


5— arcig — ., 
Xx x 
Így 
I 
1 1 
[ff see 
TT od Vx Va 
Parciálisan integrálva : 
, 1 
H a, at 
Vx 
ekkor 
u-2yx, 
ég 
1 
v.ssarcig — , 
x 
így 
1 —1i 


LR 





1 4-x 28 " 


azt kapjuk, hogy 


1 
- 1 1 
Jess] [5 --]n 2, 
Vx ú iItx 2 
d ű 


ami az előző eredménnyel megegyező. 
(Felhasználtuk, hogy 


lim 2yx arctg 1 o, 
HÜ Ka 


hiszen a szorzat egyik tényezője 0-hoz, a másik - -hez tart.) 
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b bh 


J fox, y) dx JR FAX y)dx— [7 ez, v— Fa, y). 


at a 


10. Határozza meg c értékét úgy, hogy az 


f:(x,yjeclxd43y?), — (xyjeR 


függvény egységnégyzetre vett integrálja 1 legyen ! Ezt y szerint integrálva : 


Inteégráljank először x szerint! d 
1 va 1 J [7v(b, 9—FXe, y)]) dv— b, 7) — Fia, 91 
c J (x"-r3yt) dxze z- xyő] —e Ge yz) , s 
j 3 9. — F(b, d)— Fta, dy—Ftb, c) Fta, c). 


A kettős integrál értéke tehát az Ffüggvénynek a téglalap csúcspontjaiban 
felvett értékeiből meghatározható. (A feladatot a Mewton—Leibniz-for- 


l 4 8 . ai 
JJ J feze [6 G et. 37) b; 1 ky ij] —- e. mula áltatánosításának is tekinthetjük.) 
0 
Mivel az 2. Kettős integrál normáltartomány esetén 
J J f-i Legyenek az 
T 81: xerg(x) 
egyenlőségnek teljesülnie kell, így és xeéla; bi 
g2: seg) 


74 függvények folytonosak az [a; b) intervallamon, és legyen min- 
den xéE[a; b] esetén : 
11. Legyen az f: T— R függvény folytonos a 


b ag gi) Sg Ax)! 
T— ((x,y) [azxzb; ceyzd) Ekkor a 
tartományban. Határozza meg f T-re vett kettős integrálját, ha 
teljesül az ) T-N z f(x, y) [azxzb, :(osyseko) 
, tartományt az x fengelyre normáltartománynak nevezzük (50. áb- 
FoAxyy-fey)  EyeT ra). Mivel g, és g2 folytonos [a: bl-n, így itt integrálható is. Eb- 
egyenlőség ! ből következően N., mérhető ; 
Mivel folytonos 7-n, így integrálható is. f folytonossága miatt j h 
FozFÓ ) J e Je 
xy oj yx 


így az integrálás sorrendje tetszőleges. Integráljunk először x szerint ! 
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b. 


50. ábra 


Hasonlóan értelmezhető az y tengelyre normáltartomány is : 
T-N — (x,y) [egyzd, híyysxsh[y)). 


Ha 7 folytonos 7-n, akkor : 


b d sal) 


If flfrepole 


Ne a  gilx 
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ili. 
d tt h:(y) 


[If frepea. 


Normáltartományok esetén tehát az integrálás sorrendje 


ll E. LELET — ya 


meghatározott. A sorrend felcserélése csak akkor lehetséges, 


ha T mindkét tengelyre normáltartomány, de a.csere ekkor is 





a Fatárok átalakításával jár. 


Ha T nem no tartomány, akkor a tengelyekkel párhu- 
zamos egyenesekkel normáltartományokra bontjuk fel. f T-re 
vett integrálja e résztartományokra számított integráljainak ösz- 
szege. 


Gyakorló feladatok 
1. Igazolja, hogy az 

0, ha x-1-p — irracionális 
f:í(x,yje 7, ha xy zel, (x,yjeR" 


Ü, ha x--y—l 


függvény integrálható az A(0; 0), B(i1 ; 0), C(0; 1) csúcspontú 
háromszögre ! 


Annak igazolásához, hogy az adott tariományon / integrálható, azt 
kell megmutatnunk, hogy az alsó és felső közelítőösszegek határértéke 
azonos. Mivel f alsó korlátja zérus, így az alsó közelítő Összeg ís zérus. Ázt 
kell tehát belátnunk, hogy a felső összeg tetszőlegesen kicsiny lehet. 

Legyen c egy egynél kisebb pozitív szám. Vizsgáljuk meg, mely pon- 
tokban nagyobb a függvényérték £-náll Ez csak olyan pontokban lehetsé- 
ges, amelyekre : 


k l 
x-hys— , ÉS 0-1. 
it 3 


E. pontok az 
xtysz1 egyenessel párhuzamos égyéneéséken heélyézkednek el. 
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Mivel láttuk, hory 


Ü-z H-r— , 
E 
ÉS 
űsxayzl1-ből következően 
Üzkeenr 
így csak véges sok ilyen egyenes van. 
Jelöljük ezek szárnát m-mei ! 
Bontsuk a f tartományt az x4-yz1 egyenessel párhuzamos egyenesekkel 





51. ábra 


€ 
-— szélességű sávokra. E sávok közül rn-bén afüzgvényérték s-nál nagyobb 
Zmi 5 pzs 59 A tartomány az x és y tengelyre ís normáltartománynak tekinthető. 


besz. Ezek járuléka a felső közelítő összeghez; Tehát 
mg -N fix; y) lüszzlt, xxsyzprx) 
57 2 ggg Mi vagy 


T-N —f(x; y)l Osysl, sxayyk 
( Vigyázzon, a 
To sfíx;y)i szei, üszyslj 


(ahol ?. a sáv , hosszát" jelenti). 
Mivel M,z 1 (hiszen f(x, y) 21, ha (x, pjeT, és 1.62), így 





2 
5, z V2m— ki , tartomány az egységnégyzet !) 
im 2 A TEN , esetben először y szerint ; 
A többi sávban a függvényérték maximuma £-nál kisebb, így ezek járuléka : a T:N, esetben először x szerint kell integrálnunk, 
Tehát 
E 
Sz eeiT)— e , ii Vz 1 1 
E felbontás esetén a felső közelítő összeg : J J ! in ]J fi Z2xy dy[ dx— fi bp des J (maj dx 
Ax 
E T ü x új Ú 
amely érték tetszőlegesen kicsiny lehet. Mivel találtunk egy olyan felosz- 3 ól 6 
tást, amelynél 5 tetszőlegesen kicsinnyé tehető, és belátható, hogy ez minden ; 
Snomodó felosztássorozatra teljesül, azaz 5 alsó határa zérus, Így megnni- Természetesen a T— N,, esetben is azonos eredményt kapunk. 


tattuk, hogy fintegrálható a 7 tartományon. A) H 
3 Határozza meg az 


táján 


2. Határozza meg az 2y p R2Ix.41520 
filey)eeZxy  (4eR? fenDesgr Be tenekí let 170] 
függvény integrálját az 51. ábrán látható tartományra ! függvény integrálját az 52. ábrán látható tartományra ! 
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1 z A 
52. ábra 
A tartomány : 


1 
-fes HI]I1ISx£2, sys], 


tehát először v szerint , e TimtogrslnüTÉs 


rr-hzd 


AZ integrandust résztörtek összegére kell bontanunk : 
1 A B €C 

AGID vi Tr KET a 

Közös nevezőre hozva kapjuk, hogy 
1—x(43-O-rx(AtBr B, 

ahonnan — az együtthatók összehasonlításával -— 
47-i], 8-1, €C-1 adódik. 

Tehát: 


[[-Íeéő 


3 
—in 3—21n2- zbin7 





2 





Ti 
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2 
"TF AGE 
li 


zr)ez[/57— hess bi — 


4. Integrálja az 


fityezzhza DF (CYER 2470) 
függvényt a 

T—((x.y) [x"tys1) 
tartományra ! 


Láttuk, hogy faz origó kivételével folytonos f-n, és kortátos, Így integ- 
rálható. 

A tartomány egy origó középpontú egységsugarú kör. Mivel 7 mind- 
két változójában páratlan, és 7 szimmetrikus mindkét tengelyre, így f-nek 
az adott tartományra vett integrálja zérus. 


y-tgx 
4 I 
I 
[ 
mee 
X Ax X 
4 z 
53. ábra 


5, Határozza meg az 


f:e.yegy (yek 
függvény integrálját az 53. ábrán látható tartományra ! 


T mindkét tengelyre normáltartomány. Az integrálást mindkét módon 
elvégezzük. 


IE 
ff) T-N,-ÉGs 9) SxsT , TS X8yz 1 . 
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Ez esetben először y szerint kell integrálnunk : 


dí 1 4 a 
1[/-J [zo dr f ltseésm [0-2 
T ú (ex Ü ü 


Azintegrandust 


1—182x—1—8 


1—cosíx 1 


osi coszx  coszx 





alakra hozva kapjuk, hogy : 


[f-fezdeebeedbte 


b) T-N fer) l0zysi, Osxzarcigyh 





Most először x szerint kellintegrálnunk : 


1 d arcigy 


1 1 
[fr] J 2Zy dx d- [done áya f/d9aratgy ay. 
1 Ú Ő ö 


Parciálisan integrálva: u :—2y, 
9. arciev, 


1 
J) — [47 arctg y]— [28 z 7 JE Ért, 


2 [v—arctg y]ő — 1 
"4 Ny E YÍI07 2 , 
ami az előzővel megegyező. 


Megjegyzés: Láttuk, hogy normáltartományok esetén az integrálás 
sorrendjének felcserélése során a határok is megváltoznak, sőt legtöbb eset- 
ben a sorrend felcserélése el sem végezhető. 
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6. Integrálja az 


f:(G, ye D—-tfe.HDeR:jy-0) 


függvényt a 
T-N — x,y) [OSx£ElI, xzyzl) 
tartományra ! 
J y-x 





54. ábra 


Az integrálási tartományt az 54. Ábra mutatja. / korlátos, és 7-ben az 
origó kivételével folytonos, így integrálható. 

T mindkét tengelyre normáltartomány ; így az integrálást kétfélekép- 
pen ís elvégezhetjük. 


a) T-N —[fx,y): Ozyzl, 0SxSyj. 
Először x szetint integrálunk : 


í y 1 
in y 
11-i (E a-d dyz 
y y ü 
T Ú Ü 
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b) Fordított sorrendben végezve az integrálást először y szerint kell 
integrálnunk. Ezt csak közelítően, sorfejtéssel végezhetjük el. 
Mivel 


3 kej 
4 száll 
sin vmy— gt §ia 
VEN Jt 5] — -- a 
Így ; 
y 6 120 
Ezt alkalmazva : 
í i 
sin y 1 
——  dyaz [1-5 7 dy1-— — bt x- EE A 
y 6 120 18 600 15 600 
XX 


A kapott eredményt x szerint integrálva : 


1 xx 
se! 11-— Mo-i dass 
Jf f( 18 ao "TTB 50) 0,457, 
ri ú 


ami az előzővel elég jól megegyezik. (Nagyobb pontosság eléréséhez sin y 
sorából több tagot kell figyelembe vennünk.) 


7. Integrálja az 


f: Gyjecos(x—y) (x,yjeR 
függvényt az A(0; 0); B(I ; 1); C(3; 1); Dí4; 0) csúcspontú tra- 
pézra ! 


A tartományt az 
yz-Ú0;y-i, 
131. 
y—-x;y-4—x 
egyenesek határolják, 


így 
T-N —ilx,y)y b0gysl, ysxz4—y), 
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Először tehát x szerint kell integrálnunk : 
4—-y 
cos (x—y) dxz [sín (x—o 17" — sin (4— 29), 


y 
amit y szerint integrálva: 


hi 
J [/sin(2y—4)] dyze [EJ — (c05 2—cos 4). 
; 


8. Integrálja az 
2 
fond ezzzas Dr (es)eR?l 2243?) 


és 
g :(x,y)--2y, (x,yjeR 


függvényeket az 55. ábrán látható tartományra ! 





55, ábra 
A tartomány az y tengelyre normáltartomány : 
TaN 7 (x, p [lsys2 -Inyszxzlnyj. 
a) f folytonos T-n, így integrálható. 


Mivel T szimmetrikus az y tengelyre, és F x-ben páratlan függvény, Mindkét esetben az x :—sin í helyettesítést alkalmazzuk. 








ezért: Ekkor 
1 [7 V1—a2—cost, 
T És 
b) g x-bén páros függvény, így 7 szimmetriája miatt : dx —eos t 
2í iny 2 dt 
112 J 2y dx dv-2 ( 291nydy Mivel x-z [ esetén a és xszÜ esetén 1—0, Így 
T i i ; Ki n 
veg: 2 ; 
Parciálisan integrálva (w":—2yy: 
, n- XV 1—xZdxs sin2 cos e dt Í sin2 2 dtzz 
g-Í[29" 11 y—yí]í581n2—3. : 4 
fúj 
Tr ar 
Fya FI JE 
9. Integrálja az 1 (1 — cos ap dr [/ sinár]2 zzz 
FS. Ee.DYex ty, yek 8 i -al 4 116 
függyényt a ő 
T— ((x, v) [ x24-y2z n) Hasonlóan : z , 
tartományra ! h 2 2 
Í 1 fi 1--cos 2ry 
n-z f T-dsei f es ed. s [E köl ") dtz 
Mivel f mindkét változójában páros függvény, és a tartomány mind- 3 3 3 2 
két tengelyre szünmetrikus, így elengedő az integrálást a ki ki üi 
zt 
sz s sze söl Fe" —, 
T -fG,yl0sxzl, ozyzy 1—x?) 1 1 4.cos 41 
negyedkörre elvégeznünk, hiszen ÉT 1-- 2 c0s AZT di - 
d 
T Mm 183 . sind dé an 
Először y szerint kell integrálnunk : —-—— [7 1--sin 2t-t- mert 
12 [2 8 ]o 16 
V1—x ná 
Mi 1 .161—x —— ] tehát: 
fi GZ sdyz dd] 7 -2Y1—2 re Va —x?y. 
Új 
í TEA 
A két tagot külön-külön integráljuk. di 
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Megjegyzés : Poláriranszformációval a feladat megoldása jóval egy- 
szerűbb. Ezzel a következő szakaszban foglalkozunk. 


10. Integrálja az 

f: (ye —sg02—y), (ER 
függvényt a 

T—-í((x.9y)1x7--yts2) 
tartományra ! 






j 






sz 
BENEÉÉN 
aa 
a am a — 


56. ábra 


Mivel 


1 
i-eSg -] Ú, Ha 0 
-1, ha  r-0, 


ha 17üű 


ur 


Így 
1, ha xémy 


sz-i 0, ha  x1-y 
—], ha x-z. 


Az x" ay görbe a Tftartományt két részre bontja 636. ábra) Ennek T, részé- 
ben x"s-y, így itt a függvényérték (— 1), T--ben x"ezy, itt tehát a fü öegvény- 
érték 1. Ebből következően : 


J ! fo p(T)— ir). 
T 
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Meg kell határoznunk tehát 7, területét. Mivel a kör és a parabola metszés- 
pontja az (1; 1) pont, így : 


1 y2 
mra [ V3axr2 ÍVE se 
ő i 


Va 
-2[; 4] 27 J V-t 


A második tag integrálásakor az 7 saint helyéttesítést alkalmazzuk : 
2 


merje fee 


ral5 


(1--cos 29) dis 


h]4 2 





végeredményben tehát: 
HT ; . 
Mivel 
TET UT), 
azaz 
BAT) ült lt), 
cbből következően ; 


J J fez(u(T)Y— (TT) MTD- 27-25] - 2. 
T 
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11. Határozza meg az 
f: (xs Dex 14-2y, (x, yjeR 


függvény integrálját az A(1 ; 1), B(0: 3), G(3; 4) csúcspontú há- 
romszöete ! 





57, ábra 


A tartomány (57. ábra) nem normáltartomány, de az xzl egyenes a 
tartományt két normáltartományra bontja. Ezek : 


To sfixy)l0sxsl; 35-2xsys3-—xj, 
3—x 
1-6 HIIExZSZ; sya3-a]. 


Tudjuk, hogy 


[-([el[ 


Tehát az integrálást külön-külön kell elvégeznünk a két tartományra. 
Ty esetén: 


3-agx 


H 
b 


3— áz 
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1 


1 i 
—— J (6x—3x2-H ax) dxs 22-ő4t ót] —2 , 
4 3 4 
Ú 


hasonlóan re: 


8 He 
ja 
J J téma] s- oo] 9—x dx 
1 


9— xy 
z 


B 
a Ű (aze s czét are 
- Ge 09476 m8dxzs 
i 


A keresett integrál ec kettő összege : 


72 


12. Határozza meg az 


f:€xp)eVly—xel (ER? 
függvény integrálját a 

T— ((x,y)]—-lsxzl, 0syzl) 
tartományra! I 


Mivel 
K-a- Vy-x2, — ha yzat 


Vx2—y, ha y-cat, 


így a tartományt két részre kell bontanunk (56. ábra): 


T,—ilx, y)]-—-1sxsz], ogyzx3 
T,zí(x,y)l1-Isxzzl, égsgyzih 
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uzi 










hz 


AL 


He 71 
-1 1 x 





58. ábra 


A T, tartomány esetén xy, Így : 


rejlett 


1 
4 1 
m— § x3dx— 
5 53 


ü 
A T), tartomány pontjaiban x--cy, tehát ekkor: 


1 1 i 
(Bt. 
IÍeJ fs ax2 ( [/o-ő) dxcz 
Ta Ü txz A . . 


1 
az J V(I—x2 dx. 
Ü 


Az x:ssin/ helyettesítéssel : 


Fri 


Ír 


1 
3 
J Ka- 2) dxz J cost rt dt—— . 
18 
ü Üü 
(I. a 9. feladatotb 
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Az eredmény tehát: 
i 4.3 37 2 
[fAfeljess 


3. A kettős integrál transzílormációja 


A kettős integrál transzformációja az egyváltozós függyé- 
nyek integrálásakor megismert helyettesítéses integrálás általá- 
nosítása. A. változák célszerű transzformációja sok esetben meg- 
könnyíti az integrál elvégzését, ill. lehetővé teszi a kiszámítását 
olyan esetekben, amelyekben transzformáció nélkül a feladat 
nem lenne megoldható. 

Ha az 


x : (ti, V)jr-Xxítt, 0), 

J : (z, pe ját, w), 
függvények az u, 0 sik 7" tartományát köksönösen egyértel- 
műen leképezik az x, y sik 7 tartományára, és € függvények 


folytonosan differenciálhatók, akkor, ha f T-re vonatkozó 1n-t 
tegrálja létezik : 


J rev dx dy— ] rt 0), p(u, Dnes 90y) 59 [dírdo 


ahol: 


(u, vera Rk 


dx 9dx 
90) 94 ÖV 
díuw) Idy 9y[/ 

Od4 90 


a transzformáció determinánsa (Jacobi determináns). Speciáli- 
san polártranszformáció esetén (láttuk, hogy a kképezés az ori- 
gó kivételével kölcsönösen egyértelmű) : 

xercosíw, 

yzsrsing, 
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tehát : 


ö(x.y) jeosp —rsingp tl 
dír,p) lsing rFeosgpi 7 





A. feladatok megoldása során — a tartomány alakjától füg- 
gően — természetesen egyéb transzformációkat is alkalmazunk. 


Megjegyzés: Ha T" mérhető, akkor 7 is mérhető, és: 





. . H(x, y ) 
ut Tj- J fi 3 9) du dv. 
TT  . 


Gyakorló feladatok 
1. Határozza meg az 
Zxy 


Xpy 7 
f: (x, yi 3 Ü 


; ha x24y-ü, 


Müggvény integrálját a 
Ta ((x, y) I x"tyésl,yzo, xzol 
negyedkörre ! 


(x, pjeRz 


Az előzőekben láttuk, hogy / az origó kivételével folytonos, f-n köre 
látos függvény, igy integrálható T-n. Térjünk át polárkoordinátákra ! 


Ekkor: 
T-Ív. Pp) Üüsrzl, ÜZ oz] ; 


azaz a tartomány négyszögtartomány, 
Elvégezve az 

XSFCOB 

y-rsin p helyettesítést, kapjuk, hogy : 
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2xy — 2r/cospsinp 
xtgyt  ré(sin? p-4-cost p) 
Ezt gyelembe véve: 


s gin 2. 


. Si I I 
1 2 1 Éj 
. cosZp Té 
fe rsin2odpdrm— Í Ír 2 dr 
0 
T Év. i 
1 


A f.. MPT. 
"af " 2l2h a 


2. Igazolja, hogy az 
1 











-I 1 j " ha x24-yzü, 
f: eye Vx2ay? Lyx4-y? 
Ú, ha x2-4yi-— Ü, 
(x, ye R? 
függvény integrálható a 


T— ((x,y)lx24y2z1) 
közre, s határozza meg az integrál értékét ! 


AZ entier-függvény definíciójából következően / korlátos 1-n, hiszem 


ix, ye], ha íx, yjeT; 
így ha fintegrálható, akkor 


1 


Teteszőleges neNT esetén / folytonos a 


air. 








— l az 1 2. ht 
rev xógye zt 


tariományon, Így itt integrálható 13. 


Ebből következően tetszőleges néNt esetén létezik 7 
I 
-[e2 zeti 
H 
tartományra vonatkozó integrálja is. Mivel f korlátossága miatt a 


nrs-Ícs y) 0sxtr vel 
fi 





tartomány járuléka tetszőlegesen kicsinnyé tehető, így / interrálható 7-n. 


Határozzuk meg az integrál értékét! 


/ J -] / zszijáléő ) J var lé 


polárkoordinátákra áttérve az első tag: 














ll 27 


fi 1 

1/ dodym [ [/5rdrápzn 
2.412 p 

T Vx ty 3 8 


A második tag integrálásakor felhasználjuk, hogy 








1 1 1 
meeeg E — esetén —[- 
1--1 n r 


1 2 1 
i 1 a ! 
ffi [w-f [rre [/[d dr 
rover ált: öld d 





a 23n-6Iil 
sz. —- Ő 
9 nd 2a 3, 2 (i-t szrg] sza any 


-L 


n-pi1 


Az integrál értékének meghatározásához a fenti összeget kell tehát ki- 
számítanunk, 


Résztörtekre bontva: 

2rt-t-1 A B : dij 
een TETT TTI? 
mini? n nil (antl) 
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AZAZ . 
294-1—-A(n VÉ Brin 1) Cn. 


A két oldal együtthatótit összehasonlítva : 
Azi, B8——1,€-I. 
Ezt felhasználva : 


s 3n11 S 1 1 J- 1 ) 

sz rinr A Ún na-1) (ned 

Mivel a felbontásban szereplő összeg mindkét tagja abszolút konvergens 
sor, Így a sor átrendezhető, azaz: 





a mi fil 1 li 1! 

2 —— sz 5 [-———— [42 ——. 

2 mni-1y 2 G m-t 7) 2 int ly 
A felbontásban az első tag: 

a (1 1 1 Il 1 .1 

zt, 1—— - im 1 1——73-———t . 5 

z( za) m( 2 2 3 n 
a második tag: 

7 1 Z1 2 

5 ——- Y —-1- I. 

n— 1 (n-t-1jé n-ri né 6 


A kapott eredmények alapján: 


mé 
[7 27t—7t ; tg 1; 1,11. 
Vh 


Valóban teljesül tehát, hogy 


f fjsaDz 
v ij 


Megjegyzés: A feladat megoldása során felhasználtuk, hogy 


— 1 mé 
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Ez például a következőképpen látható be : 
Tekintsük a 
2: PR szé, ha OsSxezr R 
glx)sgixi 27), xt 


függvényt ! 
Mivel g folytonos függvény, így Fourierssora minden pontban elő- 
állítja a [egyengeti Tehát minden x£R esetén: i 


89- pt —z 008 kx, 


x5sü esetén: 
az 2 4 
F(0)— rt — 3 -—— gk Kg ,. 
Az egyenlőséget rendezve: 
s 1 a 
Pőnrz 
3. Integrálja az 
f:C.yjreln(x?3-y9), — CGYJERAT(0; 0) 
függvényt a 
Tsz (a, y) IIsx2tysád) 
tartományra ! 


Mivel T nem normáltartomány az xy síkon, térjünk át polárkoordi- 
nátákra ! Ekkor: 

f5-(ír,g)dilléres2, Osoesz2n]; 
tehát: 


4 Zn 2 
[Ifj rinrtdpárazn [2 r dr. 
T 1 1 


(Mivel az integrálandó g-től független, Így a e szerinti integrálás 2rr-vel 
való szorzást jelent.) 
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Parciálisan inteprálva : 


u :s2r, 
y:—]Inr, 


ú 
Anr]2-2n [ PZdra2n tar] - 
-adangt-an ( et ármse[/dar-5] - 
T í 
-2[412-5] . 


4. Határozza meg az 
fi(xyjerezt,  (x,y)eR? 
függvény integrálját a 
T-((x,plX4yz0j 
tartományra ! 
Az integrálás csak polártranszíformáció alkalmazásával végezhető el: 


4 Én ha 
111] re dpár-a [77 dr 
T ü 0 ú 


ee? 2 
-22 ] —azí1—e" ) 

2 Jo 
Megjegyzés : Számítsuk ki a kapott eredmény határértékét, ha e min- 


den határon túl növekszik : 
lm z(1— e ő ag, 


Tehát az / függvény integrálja a teljés sikra sz: 





ge z f/ Í eF gxdyzz J J e" e dedy. 
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Mivel négyszögtartományról van szó, és / szorzatalakban írható fel, így 


V.1. szerint (belátható, hogy ez az összefüggés nemcsak korlátoz tartomá- 
nyok esetén érvényes) : 


me f/ e dx fesli ert gal . 


— mr 


Ebből következően : 


5, Az előző feladatban látott módszer alapján határozza 
még az I 


hee 


-2 
Az [77 


integrál értékét ! 


A keresett érték négyzetét határozzuk meg: 


7 
AT fős -[doc4Au 
s NET 
-f f/ LL dedy. 


h— E mim. EL 


Polárkocrdinátákra áttérve: 


ke 


r2 7 
Az -[[/7 2 vez [/ 2zre enne 5] 72, 


ahonnan következik. hogy 4A-V2nr 
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Megjegyzés: Az integrál értékét az előző feladat eredményének fel- 
használásával ís meghatározhatjuk a 


tf: - helyettesítéssel. 
V2 
6. Határozza meg az 
f:(x,y)x2—yp?, — (xpjER 
függvény integrálját az 59. ábrán látható körcikkre ! 





59. ábra 


A tartomány polárkoordinátákra áttérve négyszögtartomáiiy : 





VT 3 
Tele ppi úsrezl, osezzh. 


Mivel j 
x2— Zs pé cost p—rtsint p—rt cos 29, 
így f T-re vett kettös integrálja : 


ii 2 1 z 1 3 
j sir 2 1 
[JJ [/ zerdgar- [ 4! 2 - a [797 
1 
T ü 0 ű Ü . 
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Az integrálás iranszformáció nélkül is : elvégezhető, de ekkor a számítás 


jóval bonyolultabb, 
A tartomány : 


2 
-n eln] osyz 2, yaxzVT-sőh. 


Először tehát x szerint kell integrálnunk ; 








Éves Fi 
[If J (x -vazáya f [5 ! -y 
Tr ű gp 

vi 

1— 3 
-f § SA -yy1—y? ta 
Ü 

y2 Vz 
2 2 , 
A mást 
-f aga [ I Ma V1-y2dy. 
0 Új 
Az első tag 
V2 
2 


A második tag integrálásakor célszerű az y:—sinz helyettesítést alkal- 
: 


V2 z 


d 
1—4y? 1 
T— sáv; 4 sint 9 cost dt 


Ú 





FT 


s 
4 
1 Í 14-coszr 1—cosdi 
e 0082 1— sin! 21) dt — E — 
-jk ) 3 2 4 dt 
Ü Ü 
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tj 


— 


If sin2r sin 4t 4 1 
 6l 2 4 da 127 
Azaz végeredményberni : 


f 1 a 1 1 
74 12 87 
T fe 


ami az előző módon kapott eredménnyel természetesen megégyezőű. A két 
megoldást összehasonlítva látszik, hogy a polártranszformáció elvégzésével 
lényegesen könnyebben jutunk eredményre. 





7. Határozza meg az 


1 n 
f:(Xx, élére (x. DJERA (0; 0); 


függvény integrálját a 


Tz(6.9)l €6—173yzl) 
körre ! 





60. ábra 
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A tartomány polárkoordínátákra áttérve (60. ábra): 


AT 17 
T-(e p) zs pé; ÜSrs2 cos e] ;, 


az r, e sikon tehát T normáltartomány. Először F szerint kell integrálnunk : 


3 2Gs 
1 
T "Tt A 
"3 2 


hd 


2 
Hid 

- f 2050d0-fpsne] E, —4. 
2 


BR. 


2 


hja 


8. Integrálja az 
f-eyexsry, yek 
függvényt a 
. Tzf(x,y)l(e—3)24-0—2ésN 
körre ! 


Az integrál meghatározásához célszerű a következő transzformációt 
elvégeznünk : 


xsz3--rcos f, 
y5-21-rsint. 


E transzformációval az integrálási tartomány : 
T-(írr, pr 0srs1 0Soe2m]. 


Mivel az állandó deriváltja zérus, így a Jacobi-determináns most 18 r-rel 
egyenlő. A helyettesítést elvégezve : 


magy s(3ar cos ét (2-r sin — 134 őr cos tt dr sin th, 
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így f integrálja : 
ll 3r 
1] (13--őr cos t-kársint-rr9jr do drrz 
Fú Ü 
2 AP 
s 27 - ( esse [22] am 13, 577. 
[4 
ú 


9. integrálja az 
f:(x.pel2agl, (xyjeR 


függvényt a 
T— fe y) 5 ul ae 1] 
tartományra ! 


A. tartomány egy ellipszis, amelynek teneelyei egybeesnek a koordi- 
nátatengelyekkel. Az integrálás transzformáció nélkül is elvégezhető, de 
célszerű a következő transzformáció : 


x-drcos mp, 
yszrsin mg. 
Ekkor az integrálási tartomány négyszögtartomány : 
Tetfír, o lüsresl üspe2n. 
A Jacobi-determináns : 
dx  üx 
dx,y) [d de] (3cosg —Srsíng[/ 
dr,p) [dy ör] I2siny  Zrcose[/ 
d Öp 
Mivel a tartomány mindkét tengelyre szimmetrikus, fmindkét változójában 
páros, így elegendő az integrálást az első siknegyedre elvégezni: - - 
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1 2 
ff f fzoresozsmgórápár 
T 


ú Ű 


at 


12 L n 
2 
-ass f f/sn2pdearmas (7-9) dr 
Ü 
Ü Ü 


Ú 
£ 


— 144 J r dr—48. 


ü 
10. Integrálja az 
f:(Cyjeli, (yek 
függvényt az 
yzx,  p-lZx, xyp-lÍ, xys2 
görbék által határolt tartományra ! 


A tartomány (61. ábra) az xy sikon nem normáltartomány, sőt elég 
nehéz is normáltartományokra darabolni. 


u Ax 


Vezessünk be új változókat ! 
Legyen 


U.S XY, 


fúj 


pizz— , 


azaz 


xzVuv És ve: . 


Ekkor a transzformáció determinángsa : 





öx öx 5: 1E 
dxn [du öv[ I2fa 2fel 1 
Bölu.0) Így övi ln/i o ufel 297 
ETET] s -3y 7 
A tartomány az u, v sikon négyszögtartomány : 
Tf (u. vi léssz, 5808 18 





Így 7 integrálja (a determináns abszolút értékével szorzunk) : 


2 a 2 
1 1 
fz — doduz f — In 2 dus, 35. 
pi pi 
T 1 1 1 
2 


Mivel az integrálandó fügrvény 7 minden pontjában egységnyi, így a kettős 
integrál definíciójából következően a kapott érték a tartomány területével 
egyenlő. 


11. Határozza meg az 
f: (x, P)--x, (ax, ye R: 
függvény integrálját a 
ko Z 
T— ((x, 9) IXx0, ye 0, xőg-y"sij 
tartományra ! 
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ő2Z. ábra 


A tartomány egy negyed asztroid (62, ábra). Vezessünk be új koordi- 


nátákat : 


x:sroosg, 
y:srsin? ep. 
Ekkor T négyszögtartomány r 


T-Ív pfozrzt, osyz] . 


A. Jacabi-determunáns : 





dx) [cop jérölánt 3rcosZ w sin? 
tl , m3rco .. 
— O(,p) ÍIsinzo  3rsinzgpcoso 7 SK 
Tehát Ff integrálja : 
7F 
l 2 j 
Ijf [7 3 cos" gp sin? pdp dr. 
T 0 Ő 
Alakítsuk át az integrandust ! 


3r cos" psin" ps 3? cos 9(1—sin? py2 sin? pg — 
z3r cos plsint p—2 sin! pw-t sin" p). 
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4by 
Felhasználva, hogy ves) (nz — 1), kapjuk, hogy: 


Té 


1 els 
in3 inSe sin? 072 
TF zt e] drsz 
T DÖ : 
-f (12 ae. 
105 


ú 





4. A kettős interrál alkalmazásai 


A kettős integrál geometriai és fizikai alkalmazása egyaránt 
igen sokrétű. Ezen alkalmazási lehetőségek közül a legfonto- 
sabbakat említjük és szemléltetjük feladatokkal. 

. Az előző szakasz 11. feladatában már szerepelt, hogy a ket- 
tős integrál definíciójából következően : 


Ni 1 dx dyzs u). 
T 


Hasonlóan, V.1-ben, a kettős integrál meghatározásánál láttuk, 
hogy ha f integrálható T-n és f(x, yys0 minden (x, yJe7 pont- 
ban, akkor a 


fi J f  — aT7T tartomány feletti zszíx,y) 
1 


felülettel határolt hengerszerű test térfogatát adja (49. ábra). 
TV.2. tárgyalása során láttuk, hogy ha a D tartomány mér- 
hető területű és az 
Kr : (4, V)-r(íu,v), (u4w0jeD 


folytonosan differenciálható D-n, akkor e kétparaméteres vek- 
tor-skalár függvénnyel jellemzett felület felszíne : 


-fj ir ről du dv. 
D 
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A lehetséges fizikai alkalmazások közül elsőként síklemez tö- 
megközéppontjának meghatározását említjük. Helyezzük el a 
lemezt az x, y sikban! Legyen a lemez által lefedett tarto- 
mány T. Ha a lemez sűrűségét a 


9: (yol, y), (x.yjeT 
függvény Írja le, akkor tömegközéppontjának koordinátái : 


J J xo(x, v) dx.dy fi ]J polx, y) dx dy 
xs a; — ys/———  —— , 
J J o(x, y) dx dv J J o0x, y) dx dy 


(E képletekben a számláló a síklemez y, ill. x tengelyre vett el- 
sörendű, ún. statikai nyomatéka, a nevező pedig a lemez töme- 
ge.) Természetesen, ha a lemez homogén, azaz sűrűsége állandó, 
p az integráljel elé kiemelhető, s így egyszerűsíthetünk vele. Ek- 
kor a nevező T területével (F)-vel egyezik meg. Az előzőekben 
szereplő siklemez y, ill. x tengelyre vett másodrendű (tehetet- 
lenségi) nyomatéka : 


87 J J y2e(x, y) dx dy; 
T 


0 7 J fi x"o(x, v) dx dy. 
T 


Hasonlóképpen a z tengelyre (vagy az origóra) vett másodrendű 
nyomaték : 


97 ( [ e74sdeba)dsdy— B 8, 
T 


Forgástest felszíne, iil, térfogata és a tömegközéppont ál- 
tal leírt kör kerülete közötti összefüggést adják meg Guldin 
tételei : 
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A forgástest felszíne egyenlő a forgatott görbeív hosszának 
és a tömegközéppont által leírt kör kerületének szorzatával; 
A forgástest térfogata egyenlő a forgatott lemez területé- 
nek és a tömegközéppont által leírt kör kerületének szorzatával. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozza meg az 


y—-Vx,  yz2yx, xyzli, xy-2 
sörbék által határolt síkidom területét ! 


ÚJ : 27 
Éx 
J. 
a 
1 egi 
v 
a 
4. 
d 
1 X 
ó3. ábra 


A terület meghatározásához a görbék által határolt F tartományra 
(63. ábra) kell integrálnunk az egységet, azaz: 


f f//dodvzu 
Tr . 


Az integrálás kiszámításához célszerű a kettős integrál transzformációját 
elvégeznünk. 
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Legyen 


,. gy 
HL g 
Vx 
VIS Ay, 
AZAZ. 
5 2 z2 
v 37 
[] 
ZA 
ysitjv3. 


Ekkor a tartomány : 


Tsííu, vol isus2, lIsvszt 





A transzformáció deterrminánsa ; 
öx Öx —a; Mi a, —1 —2 
mm Sti [een $ oz wpőu§ 
dlx.Yi ldú 0 dv 3 3 21 
— — ati 1 a egi ST 7 Ta 
di dr 3 3 


. teháta keresett terület : 


2. 2 
21 21 2 42 
- — - doduzz ! — —dumf-]ln al —— in 25047. 
an-f [3 mm (5 2au[ u] — 
1 1 ii 


2, Határozza meg a 
z—1—x2—2yt,  (x,pjeRt 
felület zz0 része és az x, y sík által határolt térrész térfogatát ! 


A felület az xy síkot az. 
x"4r2ysz1 


egyenletű ellípszíisben metszi, 


250 


A meghatározandó térfogat tehát 
J J (1—22—2y9) dx dy, 
rö 


T-tx,yylx"-2yéei). 
Célszerű a kettős integrál transzformációja : 


x:zrCosg, 


Fr , 
y:5—— sin p. 
V2 


Ezen új változókkal : 


Tszf(r, pp: 0srel1, OSpsz2nr. 


A transzformáció determinánsa (V.3. 9. feladatához hasonlóan) : 


Max, 39 ML 


ölr, 0 v2 


tehát a keresett térfogat: 





Fe ff mos pr sínt 9 dpdr- 
Ó Öö y2 


Í 


-2r [a— DD Edrz Hz 


; V2 


3. Határozza meg az 


xi zim] 
ÉS 
2 z2—1 


hengerek közös részének térfogatát ! 
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ód. ábra 


A 64. ábrán felülnézetben ábrázoltuk a két hengert, amelyeknek tén- 
gelye azy, ill. az x tengely. áz ábrán szaggatott vonal jelzi a két hengerfelü- 
lét metszésvonalának képét. 

A. szimmetriából következően elegendő a vonalkázott terület feletti 
rész térfogatát meghatároznunk. Ez az integrálási tartomány nyolcadtrésze, 
de mivel csak az xy sik feletti rész térfogatát számoljuk, így a teljes térfogat 
tiízenhatodrészét kapjuk meg. 


Az inlegrálást tehát a 
Tfsf(x, p)l0szxzl, 0syzx 
tartományra végezzük. 
Itt a határoló hengerfelület — a takarásban levő , alsó" felület : 
224xiz1, 
így : " 
1 x Í 
[ i 
[1 zavar [ by 1— 27] dx— 
6 ú Ü 
1 1 
1 1 Il 2 ÖT 1 
mm Ő xY1—x?dxz —— Í (—29141— 22 dxz ———1(t— aze —-, 
2 23 0 3 
ü Ü 
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A keresett térlogat tehát: 
16 
V-— , 
3 
Megjegyzés : Érdekességként bemutatjuk Bláthy Ottó e feladatra adott 
megoldását, (Műszaki nagyjaink 2. kötetéből.) Legyen a henger átmérője : 
D. , Ha a két hengert fekvő keresztnek képzeljük, a közös test elöl- és oldal- 
nézete kör, felülnézete és minden vízszintes metszéte pedig a kör köré írt 
négyzet. Tehát a közös test köbtartalma úgy viszonylik a gömbéhez, mint 
a négyzet térülete a beírt köréhez, vagyis arányuk : 4 : m. A gömb kóbtar- 


I 4 16. 
talma. - D9, tehát a közös testé — D9." D—2 esetén: V—— , azaz az előző 
eredményt kapjuk. 


4. Határozza meg az origó középpontú két egység sugarú 
gömbből az 


(x—19t-yt—1 
henpgerfelület által kimetszett test (Viviani-féle test) térfogatát ! 





65. ábra 


A. test szimmetrikus az xy sikra (65. abra), így elegendő a zz0 részé- 
nek térfogatát meghatároznunk, Mivel a gömb egyenlete : 


xx 4ybztsd, 
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tehát 
V — 
2-1! V4—x2— 2 dxdy, 
T I 


T—(íx,v)l(x—Wrysitk 
E tartomány polárkoordinátákra áttérve (60. ábra): 


ahol 


hg 77 i 
Telt 9) zs pe , ÜSrs 2 cos e . 


A transzformációt elyégezve ; 


4ald 


ZCO4 ap 
zef [/93rés 
-—" 
Bi 204 
aes 
Ül 


IZ 
2 
3 B 
Figyelembe véve, hogy (4—4 cos" p)2— 42 Isim? o], valamint a tartomány 
szimmetriáját, kapjuk, hogy : i 


v 2f 5, 16 KNK 
773 42 (sin 9-1Ddpy——- (1—sin 9(1— cos? p)) dz- 

ú ük ENE 
dl 


-5I 4.005 T-t 5) 
"ab 3 ] stzaj 


tala 





tehát a Viviani-test térfogata : 


2 (- -3). 
312 3 


5. Határozza meg az 

(x—3)714-z1— 4 
egyenletű körvonal z tengely körüli forgatásakor keletkező te: 
felszínét ! 

A keletkező felület egyenlete (a IV.2. 3. feladata) : 


ríu, Pa (3--2 cos a) cos p 1--(3--2 cos 4) sim e 4-- 
FZsinuk (4 gjElO; 2-zjé 


A felszín kiszámításához szükséges 
Ir r] 
meghatározása. 
A parciábs deriváltak : 
r7—2sin u cos pi— 2 sin u sin pj-- 2 cos uk, 
Iz (3-2 c0s 4M—sin pi-- cos ei), 


Ezek vektoriális szorzata : 





[i y I .k 
TNXT 7 F2cosajr[—2sinecosp —2singsinp 2 cos sz 
—sing CO$ gp 4 ER 


—(3-4-2c0s2)(—2 cos uz cos gi — 2 cos uz sin pj— 2 sin uk). 
Ennek abszolút értéke : 
ír xrl— (3-2 cos OV 4 cos? u (cos? p- sin? p)-4- 4 sin u— 
s2(3--2 cos u). 
Ebből következően a tárusz felszíne : 


Snx 27 


4-[ f kxrjldüdpa (/ /tőrrácos d dpárz 
. T d ú 


ZT 


— 2 J (őt 4 c05 w) dus 


Ül 
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Lényegesen gyorsabban jutunk eredményre a Guldin-tétel alkalmazásával, 


A forgatott kör kerülete : 
ke4r. 


A körlemez tömegközéppontja nyilvánvalóan a kör középpontja, igy a tö- 
megközéppont által a forgatáskor leírt kör kerülete : 677. 
Csuúldim tétele szerint a forgástest felszíne: 


Avá4nón]i2ánt, 


ari természetesen az előzővel megegyező érték. Hasonlóan igen könnyen 
kapjuk a tórusz térfogatát is. 
A forgatott körlemez területe : 


T54z, 
a térfogat tehát: 
FVsdnőngz2árt 
(A és Vértéke általában különböző !) 


6. Határozza meg a IV.2. szakasz 6. feladatában szereplő 
csavarfelület 


fE[0 ; 27] ÉS ne [051] 
paraméterhatárokkal határolt részének felszínét ! 

A felület: 

sit, H)-lcos 1— u sin €81-- (san t-t ut cos 0j-- íz t-iok. 
A parciális deriváltak : 

s z(—sinz— u cos 2)it- (cos 2— az sin £jj--k, 

Sazzvesín át cos ij k. 


A felszín kiszámításához ezek vektoriális szorzatának abszolút értéke szük- 
séges. 


sxss — u sin zkt u cos 84 uk. 
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Ennek abszolút értéke : 
isnxs (Feny? 


ÁA felületdarab Felszíne tehát: 


l 3m 1 
4-f f/ ideduman 2 duznV2. 
d ü hi 


Megfegyzés: IV.1. szakasz 4. feladatában láttuk, hogy a csavatvonal 
ívhossza a £ € f0; 23] intervallumon 272. 


. IV.2-ben említettük, hogy a felület úgynevezett lefejthető vonalfelület, 
azaz síkba kiteríthető. Várható volt tehát, hogy a felületdarab felszíne ará- 


. nyos a görbe ívhosszával. 


Könnyen látható, hogy ? € (0; fo], ő € [05 to) esetén a felszín. 


Us 
A szét 92-i , 
2 
ahol 5 a görbe Ívhossza. 


7. Határozza meg az 


k(x, v)szxityját-xyk  D—f(xyjeRtl4ryel 
ielület felszínét ! 


A felület az 
f:(y-exy,  (x, yek 


függvény erafikonjának — egy nyeregfelületnek — része. A felszín kiszámií- 
tásához meg kell határoznunk a felületi normális abszolút értékét, 
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Mivel 
r.—1--yk, 
Tr 
Tr sjtaxk, 
tehát 
XT —yi— xj-tk. 
Így az integrálandó függvény : 
rexrleyax24 pt, 


Mivel az integrálási tartomány az origó középpontú egységkör, célszerü 
polárkocrdínálákra áttérnünk : 


f—-tír, py l üsrel, üszpe2Zzj 


A felszin tehát : 
1 dzs 1 
KERN dr 1 
A4—-— ri hr dp drasze 2r(1r9)é dr 
ü 6 Ü 
4-1 
1-réé [2 
— 77 karyi 2 míg - 1). 
3 3 
zZ  1g 


Megjegyzés: E feladatban látjuk, de általánosan ís könnyen igazol- 
ható, hogy az 


f:(xdrfly)  (WyjeTreR 


függvénnyel jellemzett felület felszíne : 


47 J [ VirZ24173, 
ny 


T 


ha ez az integrál létezik. 
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. 8. Határozza meg az 
r(x, p)—xi-hyjt(1—x7—yójk  (xyjeR 
felület xy sik feletti részének felszínét ! 
A felület az 
F:(x,yyo1— xy,  (xyjeR? 


függvény grafikonja, égy forgási parabolaid. Az xy síkkal alkotott metszés- 
vonal! egyenléte : 


1 — 32 — y2- . 
Az előző leladat megjegyzése szerint az integrálandó : 
Vir? 1 — V1i-k dott 4y2, 


Mivel az integrálási tartomány kör, Így itt is célszerű polárkoordinátákra 
áttérnünk: " 


Fszílr, pp ! üszrs1l, üzoszZzi, 


A felszín tehát: 
l 3n 1 ; 
2 5 
4z ff AAA dai fra? 
öö 1 


2 (//125—1). 


3 
rr 1 (17-dréyi 
rű ea 








ü 3 
z 17 
Megjegyzés 7 Mivel forsásfelütetről van szó, a felszin egyszeres integ"- 
rálással ís meghatározható. j 
Könriven látható, hogrv a feladatban szereplő felületdarab felszíne 
AZONOS az 


xeeVx xejü; 1] 


függvény grafikonjának x tengely körüli forgatásakor keletkező felület fel- 
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színével. Ez viszont, mint azt az Olvasó az egyváltozós függvények analízisé- 
ből ismeri : 
1 


l 
- z 
1-a (GY) dr-n [VETT dx 
2/x 
0 8 


3.1 
(4xt 1) 
szg a 
4.Í 
Z do 


ari az előzövel megegyező. 


77 —— 
2 (V125—1) 


9, Határozza meg a 

T-(€x,p)l éryen, yzoj 
tartományt lefedő homogén síklemez tömegközéppontjának 
koordinátáit ! 

Mivel a tartomány az y tengelyre szimmetrikus, és a tömegközéppont 
a szimmetriatengelyen helyezkedik el, tehát: 

x 0. 


Az y koordináta meghatározásakor figyelembe vesszük, hogy homotén 
siklapról! van szó, tehát a sűrűség állandó, így az integráljel elé kiemelhető : 


Ives [os 


are TT ————————— 


T 
Ny, löni költ El - men E 
T 
J J dedy níT) 
T 


Á nevező a lélkörlap térülete : 





l 2 
je-rín, 
mr) ; 
az integrálási tartomány: 


Tef(xyi-rexer, Ozyesjyr—x2i. 
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így a számláló meghatározásakor először y szetint kell integrálnunk. 


fji 


r Wr-eé 
Pm 2 
ff f J vdyáx [ ri daz- b. 
mp Ú 


1 mg 





Tehát a tömegközéppont y koordinátája : 
ár 


Va 


Megjegyzés : v, értékét lényegesen egyszerűbben megkaphatjuk Guldin 
tételei alapján. j 
Mivel a félkör forgatásakor egy gömb keletkezik, így: 


Feömb zzz Ny 
ahol 2zy, a tömegközéppont által megtett út. 


Ezt rendezve : 
dF 


Az 


s 


10. Határozza meg a 


x 2 
T—- tíx, y) [ x3t-y3£1, xs0, yz0l 


tartományt lefedő homogén síklemez tömegközéppontjának 
koordinátáit ! 


A tartomány (62. ábra) szimmetrikus az ysx egyenesre, AZAZ X—Ve 
A tömegközéppont x koordinátája : 


1 x dx dy 
x——— s, 
[0 

T I 
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A számlálót már az V.3. szakasz feladatában meghatároztuk: 


J f/eesszgog 


A nevezőt az ott látott módszerrel integráljuk az 


x:zrcos3 gp, 
y:zrsin ep 


transzformációt alkalmazva : 


[fese[/ 
kk I 
il 2 l 2 
3r va 3 
sz gin zpdpdrc r1—cos 4áp]jdpdrzz 
ú ŰÜ Ú 


ia 


far cos? gp sin? gp dog dr 


jell 
aggy 


Ebből következően : 
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1e CRETTVÉN 0259. 


Megjegyzés: E feladatnál ts meghatározhatnánk y, értékét a térfogat 
ismeretében : y.-ből viszont kiszámíthatjuk a siklap forgatásával keletkező 
test térfogatát : 

3 256 16 


KET ey esz 1057 


11. Határozza meg annak az egységnégyzetet lefedő síkle- 
mez tömegközéppontjának koordinátáit, amelynek sűrűsége; 


e:eyexty G,jel0; 172. 
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Mivel e szimmetrikus két változójában, s a tartomány szimmetrikus 
az yr x egyenesre, Így 


vs 


Be kedd J [zome 


— 
s — mm, mt —— — 


f B 5 E 


Ü 


B 127 

-pyid 
[es 
Ü 


A tömegközéppont tehát az § a 


53) 
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Megjegyzés: A most megoldott feladatot úgy is felfoghatjuk, hogy a E rész bevezetője szerint ; 
66. ábrán látható homogén test tömegközéppontjának x és y koordinátáját 


b a 
határoztuk meg. A z koordináta meghatározásához már hármas integrál 1 8 1 2 
szükséges. (E test magassága a P(x, y) pontban x-3-y.] 9 .p x" dxdy-e x" dx dyzz 4 5-7 IT , 
T Ü ú 


abol m—abe a lap tömege. 


A feladat megoldása egy a hosszúságú rúd, a végpontján átmenő - 
tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékának is tekinthető. 


12. Határozza meg az R sugarú, homogén, e sűrűségű, ori- 
gó középpontú benger origóra vonatkozó tehetetlenségi nyo- 
matékát ! 


Mint e rész bevezetőjében láttuk, az origóra vonatkozó tehetetlenségi 
nyomaték (e állandó, így kiemelhető): 


-p [Yi (x04-yo) dx dy. 
T 


Célszerű polárkoordinátákkal dolgoznunk : 


RK Zn 


ce jezndasbee [/[/dddocro 
T Ü 


220Rő RO RK 
4 2 297 





ahol m a korong tömege. 


Megjegyzés: A kapott eredmény homogén R sugarú henger tengelyére 
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékának ís tekinthető, 


13. Határozza meg a 

T-((x.yl0sxzsa üsyzbl 
tartományt lefedő homogén siklemez y tengelyre vett tehetet- 
lenségi nyornatékát ! 
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VI. HÁRMAS INTEGRAL 


1. Hármas integrál tégla-, ill. normáltartomány esetén 


A hármas integrál definícióját a kettős integrál definíciójá- 
hoz hasonlóan adjuk meg. 

Tekintsük a Fa R? mérhető, korlátos, összefüggő tarto- 
mányt! (V-t mérhetőnek nevezzük, ha a F-be beírt poliéderek 
térfogatának felső határa és a V köré írt poliéderek térfogatá- 
nak alsó határa megegyezik.) 

V térfogatát, mértékét jelölhe u(F ). 

Tekintsük V egy felosztását! (Egy tartomány felosztását 
V.1-ben definiáltuk.) Azt mondjuk, hogy a felosztás minden 
határon túl finomodik, ha a FV, (7—i, ..., n) halmazok mind- 
egyikének átmérője zérushoz tart. 

Legyen az f: VR háromváltozós függvény korlátos V-n, 
s jelölje nm (M,) az f értékeinek alsó (felső) határát a V CV hal- 
mazon. 

Az f függvényt V-n integrálhaténak nevezzük, ha a 


FI . An 
2 mul) ÉS a 2 MV) 
összegek határértéke bármely, minden határon túl finomodó 
felosztássorozat esetén megegyezik. E közös határértéket nevez- 


zük f F-re vett hármas (térfogati) integráljának. 
felölése : 


jije[j [e9980a 


de szokásos az 


Ja 


jelölés 15. 
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Ha f integrálható F-n és 
V FV. L [/5, 


ahol V, és V. mérhető tartományok, amelyeknek nincs közös 
belső pontjuk, akkor a definícióból következően : 


MEGAN NANE 


Ha f folytonos a mérhető, korlátos, zárt V tartományon, akkor 

fV-re vonatkozó integrálja biztosan létezik, de 7 folytonossága 

itt sem szükséges feltétele az integrálhatóságnak. 
 Téglatartományról beszélünk, ha 


Vz (x,y, 2) la jszxzbi azyzsba as szzbsk. 
Ekkor, ha f integrálható V-n és létezik a 
ba ba 
z J J fixy,2)dydx, — zelas;ba] 
függvény, akkor 
bi ( ba 


ba 
JI] J Jro32d dy! dx. 


ú 3 
Az totegrálás sorrendje téglatartomány esetén felcserélhető. Itt 
15 igaz, hogy ha f itegrálható és 
T(x y,2)—gb)g00g5(2) — minden (x,y,zjeV 


esetén, akkor f hárinas integrálja három egyszeres integrál szor- 
zataként számítható ki. 
Legyen 7 az xy sik normáltartománya, legyenek továbbá a 


Ét: (xy yj-gi(x, y), 
I (ax, y ) E T 
82: (x,y) eg Ax y) 
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függvények folytonosak 7-n, és teljesüljön ezekre 7 minden 
pontjában a 

z Ax, PIEg(x, y) 
egyenlőtlenség ! 

Ekkor a 

V—- (x,y, 2) IC, yeT, gk y)eszsgkx 9) 


tartományt az xy síkra normáltartománynak nevezzük. Hason- 

lóan értelmezhető xz-re, ill. yz-re normáltartornány is. 
Normáltartományok esetén az integrálás sorrendje megha- 

tározott. Például az előző tartomány esetén (ha f integrálható) : 


g2(x. gy) 
III] JJ (x,y, 7) dz] dx dy. 


Ha F nem normáltartomány, akkor V-t normáltartományokra 
bontjuk, esetleg az integrál transzformációjával próbálkozunk. 
(A transzformációt VI.2-ben tárgyaljuk.) 


Gyakorló feladatok 


(1) Határozza meg az 
f:(xy, Des2hdyz, — (xy ER 
függvény egységkockára vonatkozó integrálját ! 
Mivel F téglatartomány, ezért az integrálás sorrendje tetszőleges. 


Integráljunk először z szerint : 
1 


J (x2- dyz) dz—[//2 2y2] sor. 
ó 


Mivela z szerinti integrálást már elvégeztük, Így már csak a kapott függ 
vény egységnégyzetre vett kettős integrálját kelt meghatároznunk : 
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1 1 1 
1 
[(f7f [sar E-2o] 6-7 
V 0 0 . Ü 
1 : 
ez! (egy dr 
7 f Gro]ezz 


ú 


A hármas integrál kiszámítása tehát az egyik változó szerinti integrá- 
lás elvégzése után egy kettős integrál értékének meghatározásával egyen- 
értékű. 


2. Határozza meg az 
f: (x,y, 7o— I —, D 57 ((x,v,2JERI[ x4y4zs0j 
Vx-y-tz 
függvény egységkockára vonatkozó integrálját ! 


f nem korlátos az egységkockán, de mivel itt 
Í 1 
s e , 
Vere Va 


1 
dx 


Vz 
létezik, így f adott tartományra vett integrálja is létezik. (L. az V.L. szakasz 
8. feladatát ?) 


Az integrálás sorrendje tetszőleges, mivel T téglatartomány. Integrál- 
junk először z szerint! 


és 


i 
1 11 3 hí 
J (xtytz) idez [docAtő [2922 ő 
b 
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E függyény egységnégyzetre vett kettős integrálja : 
1 


1 
1 d 
: ( fdaszezőosző] dydxz 
ú 


4 


1 
fissstosalljáez fless 
ei (14-94 x)1—(y4 a)? saszt f (24x9 tax") dx— 
ú Ó 


1 
B 
-2 [ asajfárzoó 


Ő 
3. Integrálja az 
hi 
f: (x, V zZjh-—— $ 
XTEtZ 
D— ((x,y, ER? ] xz0, Vx4-y4 240) 
függvényt az egységkockára ! 


Az előző feladatnál látott megoldásból következik, hogy / egysép- 
kockára vett integrálja létezik. Az integrálás sorrendje tetszőleges, mive 
téglatattományra integrálunk. 


Először z szerint integrálva : 
1 
áz — i 
————— 7 [in (Vx—y— 2 — In (VxEyrt 11--In (IV d-39). 
ő Vx byte 


A kapott eredmény y szerinti integrálásakor mindkét tagban parciálisan 
integrálunk. Az elgő tag : 


t 1 


f m(VxsyrD)dy-[ in gfx--y 1] — [—— dyz 


t ő xty--1 
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Í - - 
- 1 I 
-ng512- f EE] dy 


ő y-t-Vxr-1 Vxtyr1 


zin(Vxr2-[/-g/xr 1) In(yx--y-H 1] 
s(V/x2ngxr2D—-(xr Dingfx-- 1) 1. 
Hasonlóan a második tag : 


i 


1 
- MS 1 
J Hin(/x4-p)dy-[[/In(yYxr)jk J "7 


ő Xty 





dy- 


ü 
1 ú . 
—]n 71 f (225) dy 
ö ya yrVx 
zin(Kxt1-[y-Kxin(ys- Vol 


s(VxtDin(Vxr1-VxinYx—1. 
E kettő különbségét kell x szerint integrálnunk : 


1 
jin (Vx4-29—AY xx EV) In (Vr 1) — 
Új 


—V-xin Ko) dx. 


Á három tagot külön-külön integráljuk. Az első tag integrálásakor célszerű 
az 


u: Vat 2 
helyettesítés : 
3 


i 
J (Vr) In (V/xt2) dxz J a In e X1—2) du. 
Ü 


2 
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FParciális integrálással : 
3 


3 nő 3 
e mh. RE 9 finlllltadii É MEN 
fd 2 in edu PG na 2(; )L 
2 


8 ő 
—3—21.— — én 
3 E 4) in 242(; 25261 
A második tagnál hasonlóan járunk el: 


v.:zFx7 1 
helyettesítéssel : 
2 


2vim 02 úg 
f ponosan (8-9 ozó (5- 5] 
f 

8 3 l 1 
—44-—2i1n2—4[-— ellés PS 
1; ) 2 1; 1-4; 7) 1,76. 


A harmadik tagban parciálisan integrálva : 


1 1 
- 1 a írá 1 fa 3711 
VxinVxdx—— van zart [dos] -ÍS e ca, 
2 a a [19 o 9 
Ü § - 
mivel 


hj 
lim a" In x—0. 
Ü-k 
A részeredményeket Összevorva : 


[e 


4. Igazolja, hogy ktezik az 


f:(6y,2ja-xyze  ?  ,  (xy,zjeER? 
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függvény első térnyolcadra vonatkozó improprius integrálja, s 
határozza meg az integrál értékét ! 


Határozzuk meg először fintegrálját a . 

V-t((x,y, 5) ] Osxsa, üSysg, 0sSszsaj 
kockára! . 

Mivel F téglatartomány és 


ÖNÉ .izdkn pl vázát. ii -£ HÉ ze zi 


hsmiesmm—i 


XYZE 2 —xe 3 ye ze ?, 


így a hármas; integrál három egyszérés integrál szorzatával egyenlő : 


jee fede fdoc 
ÉG 2 gx LED: J-(.--?). 


Mivel 


így az / függvény első térnyolcadra vett integrálja létezik és 1. 
Megjegyzés : A feladat eredményéből következik, hogy 


[Te 


R3 


5. Integrálja az 


f: (Xx, Na zje2xy, (Xx, V, zje R? 
függvényt a 67. ábrán látható tartományra ! 
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67. ábra 
A tartományt a koordinátasikok és az x--p--zzl1 sík határolja. 
A tartomány egy lehetséges megadási módja : i 
F-Hx,y, 2) ] VWExzl, 0zyEl—x, 0s-rs1— xy]. 


F az xy sikra normáltartomány. 
Először z szerint kell integrálnunk : 


1—x—y 


2xy dzsz[dxvzi6G "7 —2xy—2x9y—2xy? 
7 
Ennek v szerinti integrálja : 


1—x 

gala 
[ 29-28-200gy [2-7], - 
Ü 


Hi — At — na X. 


Tehát / integráfja : 


I 
11]J [gr adrz a] dt. 
V Ű 
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Megjegyzés: A tartomány az xz, ill. yz sikra is normáltartomány, Így 
megadható pi. : 


V- (x,y, [0oszsl, üsxsl—z, 0Ssys1l—z—x 
alakban is. Ekkor először y, majd x, végül z szerint kell integrálni. Az Olyasó 
gyakorlásképpen ellenőrizheti, hogy Így elvégezve az integrálást, ugyanaz 
az eredmény adódik. 

6. Integrálja az 

f:0,y,ze2y, 3 ZER 
függvényt a 

V- (x.y, 2) [osxz1, OzysVl—x? 0Szs1—x2— y2) 
tartományra! 


A tartomány, amely az xy sikra normáltartomány a 
2—1—x£—y? 


paratoloid alatti térrész első térnyolcadba eső része. Először z szerint kell 
integrálnunk : 


1—y5--x7 
HA 1— that 
2y dzz [2yz]ő sz2y— 27 — 2yxt 


Ú 
ennek yv szerinti integrálja : 


Fx2 


4 Vix 
J (2y—2y9—2yx")dy- [7-7] — 
0 
Ü 
022 
-1— 2-1) 
- 2 
Tehát f integrálja : 


[If / PRRREG TES 


x4 
a" 





—2(1— 22) — att 
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7. Integrálja az 

f:(G,y,2zexyz, (x,y JER 
függvényt a 

V::(€x,y. 2) 1 x21-yőtzős1) 


tartományra ! 
Határozza meg 


[If 


értékét is ! 


A tartomány egy origó középpontú, egységsugarú gömb. Mivel f 
páratlan mindhárom változójában, F szimmetrikus a koordinátasikokra, 
Így 


[II 


f abszolút értékének integrálásakor elegendő az első térnyolcadra integrál- 
nunk. Ennek egy lehetséges megadási módja : 


F.—((x.y, 2) losxszsi, osyzV1—xt, úszer 1—x7— gy). 


Mivel V.-et az xy sikra normáltartományként adtuk meg, így először z 
szerint kellintegrálnunk : 


V-t 
xyz dza xyíl —a2-y xyxyxy, 


Ó 
Ennek y szerinti integrálja : 


Va 3 I 
: J (xv—x3y—xy?) dy 5-5 


2 2 2 4], 
Ü 


. (x— 23), 
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Tehát: 


fi ] fi 17178 J ] J fe / (x—28 af) dx . 


8. Integrálja az 


F(X, joe, D — x,y, JER" 1 xyz0) 
függvényt a 

VF—-((x,y.2) lsxs2 1sys13x 0Ezzxy) 
tartományra ! 


A tariomány az xy síkra normáltartomány, így először z szerint kell 
intégrálnunk : 


xy ZXZ ax 
aZ ex 
[am TT s.xyie- I) 
ú ag p 
tehát 
2 1-Hr 14 
"4 
jos veszne 
6—1 


mé B get 
7 alga )dx 74 (e— 1), 
I 

9. Integerálja az 

ÍT:(xX.3 ZJFXxy, (x,y, zje Kő 
függvényt a 

V- ((xy,2) Jozxz1, ogyeyi—x?, Oszs1—px23-y2) 
tartományra ! 
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A tartomány a (z—14—x2-y! egyenletű körkúp első siknegyedbeli, 


a z—ú, ill. 2z— 1 sikokkal határolt része. 
Először z szerint kell integrálnunk ; 


1—Fs24.xz 


xy dz— [xyz]ó —tytdxő xy xy x2- yi, 
Ú 
Ennek y szerinti integrálja : 





1 1 2 3 F 1-2 
J hy—xybé ty] dyse [dc] — 


ük 
Í I ri 
—— 1— az n— —- T 
27 J zetzx 


tehát / integrálja : 
1 
5 1 l 9 
V Ü 


2. A hármas integrál transzformációja 


Az V. fejezet 3. szakaszának tárgyalása során láttuk, hogy 
ügyes eanszformációval egyés feladatok megoldása egyszerüb- 
bé válik, 

, , Hasonló céllal tárgyaljuk a hármas integrál transzformá- 
cióját Is. 

Ha az 

X : (4, b, Wwj--xítt, D, 4), 

y : (2, b, Way, 0, w)h, (sv, weVeR 

z : (u, b, wyr-zíut, b, w), 


függvények az u, u, w tér V" tartományát kölcsönösen egyértel- 
műen képezik le az x, y, z tér V tartományára, e függvények 
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folytonosan differénciálhatók, és f integrálható F-n, akkor : 


If Ni f(xíu, b, w), yízrt D, w), zín, D, w) Jx 
FV [" 


dx. y. 2) 
öl v, w) [77 09 dz 
ahol 
dx dx dx 
du 0 9w 


d0eyz) [dd 8 0 
du, v,w [de 90 0 0 9w[/ 
Ju db 0 9W 

az ún. Jacobi-determináns. 


Leggyakoribb transzformáció a hengerkoordinátákra, ill. 
gömbi koordinátákra való áttérés. Hengerkoordináták esetén : 


xzrcCo5g, 
yzrsinm, 
zaz, 

a Jacobi-determináns ekkor r-rel egyenlő, 
Gömbi koordináta-rendszer esetén : 
xsrsin d cos g, 
ysrsindsing, 
zzrcoső, 


a Jacobi-determináns r? sin 9-val egyenlő. 


Az I. fejezetben láttuk, hogy a z tengely pontjainak kivé- 
telével a leképezés mindkét esetben kölcsönösen egyértelmű. 
Igazolható, hogy akkor is helyes eredményre jutunk, ha a tar- 
tománynak a z tengellyel van közös pontja. 
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Gyakorló feladatok 
1. Integrálja az 


f: (x, y,. ze 


függvényt a 
V—-t(x,y,z)bxótysl, 0szs h) 
tartományra ! 


z 
TExZEy2 ; (xx, vs, 2)ERŐ 


A. tartomány egy egységnyi magasságú körhenger, melynek tengelye a 
z tengely. 
Célszerű hengetkoordíinátákra áttérni. Ekkor a tartomány : 


Fszf(r, p, 2 lüsrzl, Osogs2Zz szslk 
Mivel a Jacobi-determináns r-rel! egyenlő, így : 


ll di 2 ll 1 
z zr 
II-T fér rpazárzan f [a dzáre 
V ú 6 0 0 ő . 


-r [7 — dr [ln (1-2 in 2. 
b . 








2. Integrálja az 
f:Cyzjexéárzt,  (xy.2JER 

függvényt az előző szakasz 9. feladatában szereplő tartományra ! 
A tartomány a 


(2—14—x77-y? egyenletű körkúp Osz 1 része. A kúpfelületet az xy 
sikkai párhuzamos sik körben metszi, amelynek sugara : 


r]jz—1[51—z, ha úszzl. 
Tehát hengerkoordinátákra áttérve a tartomány : 


V—((r, 9) tozral Ozps, 05zs1—. 
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(z felső határát az r—1—z egyenlőségből kaptuk.) A transzformációt elvé- 
gezve : 
Li 2 1—r 


II-T] (r2 cos" p-tztr dz de dr— 
-[/ ft r(1—r) cos! p- r—n drag 


JT 


hai 


tág A 


2 3 
me J J [6-1 cos orr] drdpz 
Ő 
Z 2 


1 1 1 1--kcos2gp 77 

forum T— —h m.n. hsz TŐ se te—————— d AT —]—]—]—]—. 

J Gezergje 1G 2 ) Egg" 
ú Ü 


Megjegyzés: A feladatban látott meggondolás egyéb forgásfelületek- 
kel határolt tartományok esetén 18 használható. 


3, Integrálja az 
z 
f: (x Va ZJ-r———— , DD, f(x, y. 2JER] x7tyz0]) 
függvényt a 68. ábrán látható tartományra ! 


A tartományt a z1—x7—yé paraboloid és az xy sík határolja. A pa- 
raboloidot az xy síkkal párhuzamos sikokkal metszve, a metszésvonalak 
körök, amelyeknek sugara 


—V1-—z, — zéI0;1]. 
Hengerkoordinátákra áttérve a tartomány határai tehát : 
V-t(ír, p, 2) 0srz1i, oszpgeszr, 0szsh— ri]. 
A transzformációt cívégézve : 
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65. abra 


Ír 1—r2 


i 1 2r 
IIIrJ[! zrázdpárot [ [ 1-zdpar- 
F d 0 € 
1 


ú § 


-g 1—2 24 rt dr—€ , 
15 
ik 


Megjegyzés: Ha a tartomány szimmetriatengelye nem a z tengely, 
akkor a hengerkoordinátákat kissé módosítva alkalmazzuk, mint ezt a kö- 
vetkező Ícladatban tesszük, 


4. integrálja az 


ri 


xZ 
F:(X3, zj--2yet " 7, (x,y, ZER 
függvényt a 


£ 2 
Ve y, 2) lösyzl, 7r9z 1] 


tartományra ! 
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A tartornány egy egységnyi magasságú henger, amelynek alapgörbéje 
az xz sikban levő ellipszis, tengelye az y tengely. Végezzük el a következő 
transzlormációt : 


. xzircosw, 
zo3rsim mp. 
y—y 
A Jacobi-determináns abszolút értéke őr, és 
V:-f(r, p, ) [0srzi, 0spsZs, ügysíj. 
Mivel a helyettesítést elvégezve 
2 2 


Dér, 
49 


Így : 
1 2 I 
II[fJ fpzezee 
F 0 Ü€ 0 


1 Zrt I 
- J 2y dy J dp J érő" dr ző [38 1ozőzte— 1. 
ú a 0 


Az integrál átalakításakor felhasználtuk, hogy az új változók bevezetésével 
F téglatartomány lett, és az iIntegrálandó függvény szorzatalakban ír- 
ható fel. 


5. Integrálja az 


f: (x,y, 277 ——— D- fe y, ZER j Izz oj 


Ve 





x 
7 k) 
-- 2? 
függvényt a 
2 
V [es y, z) 1 (x— Ila z 0Exs 1) 
tartományra ! 
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Az integrálási tartományt a zy sik és az 
a 
y 
X-et szén 
(x--1) 4 


egyenletű kúpfelület határolja. E kúp csúcsa az A (1; 0; 0) pont, alapgörbéje 
az yz sikban levő 


24-i ellipszis. 


Alkalmazzuk a következő transzformációt : 


X7-X 
Yy-Írcos 0, 
z-rsin gp. 


Így 
(x— 1 er, 
azaz 
1—xszzr, ha  xE[0: 1]. 


A tartomány határai tehát; 
V-((x,r, po) lüsresl, üseszz 0sxs1—r. 
A Jacobt-determináns abszolút értéke 2r, így ; 


II-T fi Earáránáre ( f/agrapar 
aan f a-ntáreia 


Ü 


6. Integrálja az 


f:(x,y, 26 (x,y, JER; 0; 0)) 


ZTA 22 ! 
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függvényt a 
V— f(x,y, 2) [x24ytzsi) 


tartományra ! 
Határozza meg f abszolút értékének e tartományon vett 
integrálját 15 ! 


Az intexrálási tartomány egy origó középpontú egységsugarú gömb. 
Mivel mindhárom változójában páraiílan, és Va koordinátasíkokra szim- 
metrikus, így f FV tartományon vett integrálja zérus. 

fabszolút értékének integrálásakor elegendő az integrál értékét a tat" 
tomány első térnyolcadba eső részére meghatároznunk. 

Célszerű tömbi koordinátákat alkalmazni. 


Ekkor : 
TT Bs 
Vis -(e pp, o Jozrzt, ÚSzpz 8: osözh. 
A helyettesítést elvégezve; 


xyz 
xyz 


zpsin" 8 cos dsin pcos g, 


tehát [/] integrálja : 


nm oz 
1 2 2 

[ff f ff rszocssösin gcos orsin dab dpáta 

V ű ű Ő 

Jt 37 

s § 2 Fe ER 
-s [dr f ső ocosbdb (sing c0s pdp- 

ü ő 1 


IT Fid 
sit AZ Tsinzel2 I 
mt] —— I s-. 
3 8] 4 [l v4 [ 4 
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7. Határozza meg az 
—x2eyiozi 


f: (x.y, zjee s (xx, ). ZER? 
függvény első térnyolcadra vett integrálját ! 


Az előző feladathoz hasonlóan e feladatnál is dolgozhatnánk görmbi 
koordinátákkal. Célszerűbb azonban V.3. 4. feladatának eredményét fel- 
használni : 


J e gxeVT 


tehát 


ÚLr 


J 67 dx-t Va 


Ü 
Ennek alkalmazásával: 


J J J Ce dudydz— 

ü Ű ű 

-f can [ el 7" dr fi e" dx - Va 
0 § ü 


8. Határozza meg az 


2 72 


xy —g 
filgyzeet TE (xy zek 
függvény 
V-Íts3. 21245 7 5rsz 


tartományra vett integrálját ! 
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A tartomány egy origó középpontú ellipszoid, amelynek tengelyei a 
koöordinátatengelyekkel egyirányúak. 

Célszerű kissé módosított gömbi koordinátákat (elliptikus köcrdiná- 
ták? alkalmazni : 


xzrsin cos g, 
ys2rsindtsin gp, 
z—3r cos b. 


Mivel a Jacobi-determináns második sora kétszerese, harmadik sora há- 
romszorosa a gömbi koordinátarendszer alkalmazásakor felírt determi- 
nánsnak, így a determináns értéke ór" sin 8. 

Az integrálási tartomány 


V-tír, p, d) [deres 1, üszpszzr, 0SÜsz xi. 
fintegrálja tehát : 


I da s 
J J J fe J J J 672 sin 94 48 dp dr 
V d 4 0 
1 2 nt 
-f szar f dp [/dnd6, 
Ü ü Ü 


Az első tényező értéke parciális integrálással : 
1 
J ére dretérrf —12rf 2 1221Ó— 6e— 12. 
Ú 


Végeredményben a keresett integrál : 


ÍJ f6-192-2-24afe2) 
F 


9. Integrálja a 


VS (e v, z) I7a BaT et] 
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tartományra az 3 
az I 
S: (x, Ys 2-V1-5-s- ő gi T— Z (x,y, zjeV 


függvényt ! 


Az előző feladathoz hasonlóan végezzük el a következő transzformá- 


ciót: 


xzarsin 8 cos vg, 
y-brsindsin g, 
zmer cos ík 

(a, b, cE RT) 


A Jacobi-determináns értéke abcr: sin 8. az integrálási tartomány : 
Vanfír, p, 9) [ograz1, vsSsps2Zz, 0sösz]. 
Ezt alkalmazva : 


J ) J -f fi / VT aber sin 86 dg dr- 


mase f/ 1- af 49 [/dd006- dab [Van 
út Ü 


Célszerű az r:—sinz helyettesítést elvégezni: 


ar Ft 
-— mnit, 


1 2 2 
17 Tárt [/dnőrcsstráts [/sr? zám 
Ü Ü 


Ü 


b 


4 Iz 
1—cos 4 1 ei A 
z ! — — — di—-h 1 — ii ——. 
2 2 4 h 4 


Tehát / integrálja az adott tartotnányon 


1 
a abc -tel egyenlő. 
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I0. Integrálja az 

f:Cy.zjex (xy 2eR 
függvényt a 

FI: 16 y, 2) [46—3)73-00—27--(z—47e1) 
gömbre ! 

Célszerű a koordináta-rendszer kezdőpontiát a gömb középpontjába 
tolva gömbi koordinátákat bevezetni, azaz elvégezni a következő transzfor- 
máciöt; 


xs3-rsin 4 cos g, 
y—2--rsin ősin a, 
z—-443-rcosü, 


Az integrálási tartomány ekkor : 
Fe(ír, g, d] 0srsl, 0sSpsZz üsösz. 


Mivel állandó deriváltja zérus, így a Jacobi-determináns értéke r-sin ő, 
tehát: 


l 3n 7 
JII-[/f f 6rrsimd cos ort sin Bab dp ára 
V b ü 0 
l 2m a 
-[ ff ersnörf cos ez ú0 apa 
ű ű úÚú 


Mivel 


Tr 


fi sin 8 4d8—2, 


Ü 


Kt 
1—cos 26 Jt 
fee 


0 


és 
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tehát a $ szerinti integrálás elvégzése után: 
1 


l 2 
J J (672 r cos e] de dr— J 1daridr-ám. 
ú 0 Ü 


Az eredmény az integrálási tartomány térfogatának háromszorosa. 


Megjegyzés : Az eredményt egyszerűbben kapjuk meg, ha felhasznál- 
juk, hogy a görnb tönegközéppontjának x koordinátája 3, és (l.a következő 


szakaszt!) 
Je 
4 
Ax — 


ax 
Í 


K 





a 


ahol! a nevező a gömb térfogata. 


3. A hármas integrál alkalmazásai 


A hármas integrál definiciójából következően : 


J dV -u(V)-— a FV tartomány térfogata. 


FF 


A lehetséges fizikai alkalmazások közül csak néhányat emlí- 
tünk : Ha a F térrészt kitöltő test sűrűségét a 


9: (x,y, zj— (x,y, z), (x,y, zjeF 
függvény írja le, akkor e test tömege : 


- f eg. 


V 
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(Ha c a térrész töltéssűrűségét adja meg, akkor a fenti integrál 
a térrészben levő töltés mennyiségét adja meg.) 

A. FV térrészt betöltő o sűrűségű test tömegközéppontjának 
koordinátái — a kettős integrál alkalmazásainál látottak 10- 
gikus általánosításaként : 


o Jjjyodtga 
"Tlfessse y, 2) dx dv dz 


V,; 2, kiszámítása hasonlóképpen történik. 

(Természetesen, ha e állandó, akkor az integráljel elé ki- 
emelhető.) 

Az előzőekben szereplő test x tengelyre vonatkozó tehe- 
tetlenségi nyomatéka : 


és fi J J (y: z"olx, p, 2) dx dy dz. 
F 


Az origóra vonatkozó tehetetlenségi nyomaték : 


0- 11 (x"ryőtz"jolx, y, z) dx dy dz. 
F 


(Gyakorló feladatok 

I. Határozza meg a 

éz y,z) É atm vaz 521 
tartomány térfogatát ! 


A tartomány egy ellípszoid, amelynek tengelyei a koordináta-tenger 
lyekkel egyirányúak. 
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A tartomány térfogata : 


u( Ve J dv. 


F 


Az integrál meghatározásához a VI.2. szakasz 9. feladatában látott transz- 
formációt végezzük el: 

xzear sin Ü cos €, 

y-brsin sin gy, 

zscr cos b. 


E transzformációval : 


l 28 xz 1 2n 
fr-aef f [zona ápárzaate [/[/7do65 
FV ü Üű ü Ü 


i 
4 
—ázabc J dr abc. 
í 


Természetesen, ha a—5—c— Kg, azaz a tartornány gömb, a test térforatára 
a jól ismert 


va RÓ adódik. 
2. Határozza meg az előző feladatbeli ellipszoid zz0 ré- 


szének tömegközéppontját, ha e test sűrűsége állandó ! 


Mivel a z tengely a test szimmetriatengelye, így a tömegközéppont a z 
tengelyen helyezkedik el, azaz 


x.y —Ű, 
a z koordináta : 


Jeee 


Xx.-———— 
JJ f/pdvaz 
V 
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A nevező a térrész térfogatával egyenlő. Ez az érték — mivel féleltipszoidról 
van szó — az előző feladatban számitott térfogat fele, 
azaz 


2 
J gy abc. 


4 
A számláló meghatározásához az előbb látott transzformációt alkalmazzuk : 


1 2n 
ff ffevaaof f f/rosősnödödpára 
6 Ú 


V ítt - 


l TT 7) 
-atez (ar f ap [ 5sn20d0-atőlő . 
ő ő Ü 


A tömegközéppont z koordinátája tehát: 


talH 





abc2 
4 3 
27 —- e. 
278 
ae 
3 


3 , 
A tömegközéppont tehát az § b: ü; 5] pontban van. ÍRo sugarú fél- 
gömb esetén: 


3 
2, — 8 Ro) " 


3. Határozza meg annak a testnek a térfogatát, amelyet az 
lsx"3vtzsá 

zömbhéjből a 
zzxt4jó  zz0 


kúp vág ki! 
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Tt 
A kúp tengelye a z tengely, félnyílásszöge T 


Elegendő a kérdéses test negyedrészének a térlogatát meghatároz- 
nunk. Gömbi koordinátákra áttérve ez a térrész a következőképp jeile- 
mezhető : 


n-fe 9.2) 
Tehát a térfogat : 





lsrs2 Üs zi , üss — 
rg ÜZpET 18 


moz 


4 2 4 

mp far-afav-f f [//ddododpár 

V Fi 1 ú- 

31 ÍT 
2 2 a 
7 2 
-s far fv f smoa0- 55 -B]-Ee-va 
1 Ül 0 


4. Határozza meg az 


XZ o y2 
aáa"grz s2z 
ellipszoid és az 
2 uz 
ztzsz zz0 


F úp közös részének térfogatát ! 


Az ellipszoid egyenlete 


xt yi 
—PFSEH(z—TY-1 
FELÉT" (z— [) 
alakban is írható. 
A két felület a z— 1 sikon az 
xi p] 
ta? eg 
4 a 


ellipszisben metszi egymást. 
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A térrész tehát : 


2 z Z 2 d 2 
XT y xy x v2 
—t— zi, —t4t—zszzi]t 1—-— —--t . 
4 9 4 9 V d 9 





[ez fe: y,z) 


Integráljunk először z szerint : 


f-ff [ (de drás- 


ITT] e 


(Itt 7-vel jelöltük az xy sík 
9 SB. 
— ! 1 
4 9 


tartornányát. ) 
A. kettős integrál meghatározásához célszerű polárkoordinátás alakra 
áttérni : 


x-2rcos gp, 
ys3rsin gp. 


Ekkor 


i 237 
fr [ [GTA d ágárz 
V b Űű 


4 
ml2n Je r(h— rt r!) dr 


ü 


r" 1 2 Ti 1 
ua[5 34 ) 5], "Tt 
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Megjegyzés: A feladatot egyszerűbben is megoldhatjuk. A szóban 
forgó térrész ugyanis egy egységnyi magasságú ellipszis alapú kúpból és egy 
fékllipszoidból áll, tehát térfogata : 


1 2 
(Vis — 61-4-— örs őz. 
3 3 
(A kúp alapterülete abrr— őz.) 


5. Határozza meg a 
2 x2 49 
V- 653, -zlüszec, zs 5 


térrészt betöltő homogén test tömegközéppontjának koordi- 
nátáit ! 


A test egy ellipszis alapú kúp, amelynek tengelye az z tengely, tehát a 
tömegközéppont x, ill. y koordinátája zérus. A kúp térfogatát integrálás 
nélkül ís könnyen meghatározhatjuk. Alapterüleie, az ellipszis területe abrt- 
vel, magassága c-vel egyenlő, így 
aber 

gy 


Természetesen ugyanez az eredmény adódik, ha a VI.2. szakasz 2. feladatá- 
hoz hasonlóan a következő iranszíormációt végezzük el: 


et V)- 





x—ar €08s pp, 

ysőrsin mp, 

7—Z. 
Fkkor az integrálási tartomány : 

V-tfír, p,z) [osrzl, 0sSpsZr, üszse(i—-n. 
Ezt alkalmazva : 


Éz c(l—r? 


[7-af/ J ranászásr [ f r(1—rdgpdrsz 
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abez 





-znabe [/6-rdra 


ami valóban az előzővel megegyező. 
Meg kellhatároznunk a z, számlálójában levő itegy értékét 15 : 


Zn efl—r 
Jeee / J J rzdz dodr ff r(1—rVdp dr— 
H-t 
Végeredményben tehát a kúp tömegközéppontjának z koordinátája : 
; — mabct abcm e 


azaz a türnegközéppont a kúp magasságát 3 : 1 arányban bontja. 
Megfegyzés: Ha az első feladatban széreplő ellipszoid 0 részéből 

és az c feladatban szereplő kúpból alkotunk égy homogén testet, az eddigi 

számítások alapján ennek a tömegközéppontját is meg tudjuk határozni. 

A félellipszoid térfogata — így tömege is — az e feladatbeli kúp térfogatá- 

nak kétszerésé. 

A kúp 


fi 
04 90; Ü; — 
: (0505) 


tömegközéppontjában tehát egységnyi, az elipszoid 


3 
02 10; 0; —— 
:( 59] 


tömegközéppontjában két egységnyi tömeg helyezkedik el. E két pontból 


álló pontrendszer törmegközépponíja : 


s 050; —] 


Ha ezt a testet gravitációs térben egy vízszintes lapra állítjuk, ,.keljfeljancsi- 
ként" viselkedik. Stabil egyensúlyi helyzetben akkor van, ha az ellipszoid 
helyezkedik el alul és a kúp tengelye függőlegesen áll. 
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6. Határozza meg az X sugarú homogén gömb középpont- 
ján átmenő tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát ! 


Vegyük fel a koordináta-rendszert úgy, hogy a gömb középpontja az 


oriróban legyen, és a forgástengely a z tengellyel essen egybe! 
Mint a bevezetőben láttuk : 


e-[f je 1-y)odxdy dz. 
V 


Gcömbi koordinátákra attérve: 


Rodm o n 


8.50 J J J (r2 sin? cos? p-tr sin? 8 sin? pr sin 8 dö dg dr— 


R AT 1 
cef/arfdő [2500 
0 Ü 1 


A harmadik tényező : 


JT 11 It 
[57040 f sm coszoab— fin 8-sin ő cost ab 
1 Öö 


b 





[ sz 4 
m—E—cosá-r Fe a 
3 13 


Ezt helyettesítve: 
BR 4 


BH —0—- 2m-. 
ré T "2 


4 
Mivel a gömb tömege: 6 3 Rn, így 


2 
HG —- mRé. 
5 
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7. Határozza meg az R sugarú, M magasságú, o sűrűségű 
egyénes körhenger tehetetlenségi nyomatékát a tömegközép- 
pontján átmenő, alaplapjával párhuzamos tengelyre ! 


Helyezzük el a hengert úgy, hogy tömegközéppontja az origóba kerül- 
jön, tengelye a z tengely legyen, s határozzuk meg az x tengelyre vonatkozó 
tehetetlenségi nyornatékát ! 


8-0 JJ fozr?dudyá 
V 


Célszerű hengerkoordinátákat alkalmazni. Ekkor : . 
M M 
ve m,z) 0sSrsR OSpzszl2n, e] a 


tehát 


M 
R 2r 4 
ef [7 gr ddzdpárz 
0 0 0 M 
2 


K 2n 


ars, M 
—0 Jt AM sin per de dr— 
ml 795 e M? 
affe HERE ESNNNET 7 dp dr— 
M? R" M? 
z- 3 -szntsl — —rsssnlekozenll —.R aa 
a f (fer § Ja ef Mrmt 13 a) 
Ő 


Mivel a henger tömege : 
m-pzRéM, 
gy 


RI OM 
d zm e. HETN É 


$. Igazolja, hogy egy test tetszőleges 0 ponton átmenő ten- 
gelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka ;: 


9-O0 4ms?, 


ahol 6, : az előző tengellyel párhuzamos, a tömegközépponton 
áthaladó tengelyre vett tehetetlenségi nyomaték, 


Hm: a test tömege, 
s : a két tengely távolsága. 


Áy j rr 






ó0, ábra 


Rögzítsük a koordínáta-rendszert úgy, hogy a tömegközéppont az 
origóba kerüljön, és a forgástengely a z tengely irányába mutasson ! 
Ekkor 


e. [ (x2ryhjodv. 


V 


Hasonlóképpen (69. ábra) adódik a 0 ponton átmenő tengelyre vonatkozó 
nyomaték : I 


-f ((x—syr yo dy- 
v 


- f vzssdeavas [ 0av-as rear. 
pr F I 


V 


300 


[tt az első tag 8, a másodikban szereplő integrál a test tömegét adja, tehát 
a második tag ms"; a harmadik tagban szereplő integrál zérus, ugyanis 


fear 


xs — — 0, 
J odv 
V 


hiszen a tömegközéppont az origóban van. 
Ezzel beláttuk, hogy : 


0-8 4-ms2, 
A most igazolt állítás Srejner tétele. 


9. Határozza meg a 7. feladatban szereplő körhenger tehe- 
tetlenségi nyomatékát, ha a forgástengely az alaplap egyik át- 
mérője ! 


A 7. feladatban láttuk, hogy a tömegközépponton áthaladó, az alap- 
lappal párhuzamos tengelyre veti tehetetlenségi nyomaték : 


ROM 
8 mb — 1—  . 
: mí] 


I M 
A 8. feladat (Steiner-tételh alkalmazásával az ezzel párhuzamos, tőle 7 
távolságban levő tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték : 


2 R7 OM 
0-em(7-e( ő 


Természetesen a feladat a Stejner-tétel alkalmazása nélkül is megoldható. 


10. Határozza meg az a élű, egységnyi sűrűségű kockának 
a kocka középpontján áthaladó, a kocka élével párhuzamos 
tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát! Igazolja, hogy 
bármely középponton áthaladó tengely esetén ugyanekkora a 
tehetetlenségi nyomaték ! 
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Helyezzük el a kockát úgy, hogy középpontja az origóban legyen, élei 
a tengelyekkel párhuzamosan helyezkedjenek el, s határozzuk meg az x 
tengelyre vonatkozó tehetetknségi nyomatékot ! 
Áz integrálási tartomárey ; 


ve y,z) 





uzttánt Mllut-atdat Mlnt setét"! Éi 


A tariomány sziítűmetriája következtében elegendő az első térnyolcadra 
integrálni ; 


£ 


22 2 2 
el epesees] [o 
Ü ü ü 


ü b 


4. 
zda ÉSE 577) dz—da 7 45]- 
E; 2 48 dana 


Mivel 0— 1, így 51— e, 
tehát : 


balt 


5 


7 
6 a 


B.-7T 
Ő 


nyilvánvaló, hogy € x-z 63, hiszen az integrálási tartományt a tenge- 
Íyek cseréje nem változtatja meg. Ha az origón átmenő forgástenyely irá- 
nyátaz 

elé; és; €3) egységvektor adja meg, akkor a kocka egy r helyvektorú 
pontjának tengelytől való távolsága (70. ábra): 


1—]ri sin (e, r) 4, 


ami egyenértékű az 


E7-lrxeli 
egyenlőséggel. 
Tehát 


V zzz (egz egyy (ejz—e3z—egx) -H(egjy— egy) — 
mel(223- vk ett 0) eb vk 
— 2egeszy— 2ejeszx— 2ejexxy, 
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70. Abra 


Tudjuk, hogy az e irányú téngelyre vonaikozó nyomaték : 


0- [ gay. 


V 


I előző alakját beírva, tazonként integrálva. 
(Ögyelembe vesszük, hogy: 


[60-68 [7 dV—-0, 
F V 


a tartomány szimmetrjája miatt): 
ét — 0 el -k B ezt 6 e. 
Mivel 


eftestezzi, 
Így 
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0-8 (ejt eztez—B,, 
amivel az állítást igazoltuk. 

Megjegyzés: A feladat speciális esete egy általános tételnek: Ha a 0 
átmenő minden tengelyre felmérjük az 

—— 1 


0Pz- 
VooF 


távolságot, akkor a f pontok egy ellipszoid felületén helyezkednek el. A koc" 
ka esetén ez gömb, mivel három egymásra merőleges tengely esetén 8 
egyenlő, így minden irányban azonos. 
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VII. VONAL- ÉS FELÜLETI INTEGRÁL 


1. Vonalintegrál 


A. vonalintegrál fogalmát szemléletesen, egy fizikai alkal 
mazáson kéreésztül vezetjük be. 
Tekintsük az 


E : r--FÁr), re Da R 


elektromos teret s egy D-ben levő térgörbét (71. ábra). Mozgas- 
sunk e görbe A pontjából B pontjába egy pozitív egységnyi töl- 
tést! Határozzuk meg a végzett munka értékét! Mivel a térerős- 
ség általában pontról pontra változik, s az elmozdulás nem fel- 
tétlenül egyenes mentén történik, így a munka nem számítható 
az erő- és az elmozdulásvektor skalárszorzataként. Bontsuk fel 
az L—- AB görbét kis darabokra! (E kis ívdaraboknak csak a 
végpontjaik közösek, egyesítésük a teljes ívet adja meg.) 
A k-adik részt a dr, vektorral helyettesítjük, amely az ívelem 
kezdőpontjából végpontjába mutat. Mivel a mozgatott töltés 
7-1, így F—E, tehát az e részen végzett munka, közelítőleg : 


ÁAW sz EXO JÁT, 
ahol o, jelöli dr, valamely pontját. 
Ha ezeket az elemi munkákat összegezzük, s vesszük az összeg 
határértékét, midőn a felosztás minden határon túl finomodik 


[szoz. ha max [dr.] 15 zérushoz tarti , akkor, ha az összegnek 


k 
van véges, a felosztástól és a reprezentáns ponttól független ha- 
tárértéke, akkor ezt az értéket az E vektortér L görbére vett 
vonalintegráljának nevezzük. Értéke az egységnyi töltés mozga- 
tásakor végzett munkát adja meg. 

felőlése ; 


fra 


L 
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Ay 


41. abra 


Ha L zárt görbe, akkor: Ó E dr. 


A továbbiakban a vonalintegrál létezésének elégséges fel- 
tételéről szólunk. 
Legyen adott a 


v:revír) reDCR 


folytonos vektor-vektor függvény, valamint az 
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L-fr]raxríi) teltestil reDi 


irányított térgörbe. 
Ha r(r) létezik és folytonos a térgeörbe minden pontjában, 
akkor a vektortér L görbén vett vonalintegrálja létezik, és 


J v dr— J v(r(i) rí?) dt. 
L 71 


A vonalintegrál értékét általában nem határozza meg egyértel- 
műen a vektortér és az integrálási út kezdő-, 111. végpontja. Áz- 
az különböző görbéken haladva az 4 és B pontok között, a vo- 
nalintegrál értéke általában különböző lesz. Másképp fogalmaz- 
va: a vonalintegrál értéke zárt görbe esetén általában zérustól 
különböző. . 

Ha a vonalintegrál értéke független az úttól, akkor a vek- 
torteret potenciálosnak nevezzük. A potenciálfüggvény (egy ska- 
Tár-vektor függvény) értékét a BED pontban a következőképp 
defimáljuk : 

Legyen az AcD pontban ut4)—0, és 

Tz- AB a D-ben futó térgörbe. 

Ekkor 


ut By— J v dr. 


L 
Legyen adott egy 
v:rF-vír), reFcR? 


(V egyszeresen összefüggő tartomány) vektortér, és tegyük fel, 
hogy van olyan F-ben értelmezett 


. uireutr) 
függvény, amely V-ben differenciálható és tetszőleges re V-re : 
vír) —grad u(r). 
Ekkor tetszőleges V-ben haladó differenciálható térgörbe 
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ésetén 
ta 


J vír) dr— J grad u(r(2) jr(2) d1— 
L 


— ulni D— (rt). 


(Egyszeresen összefüggőnek nevezzük a V térrészt, ha minden 
benne haladó zárt görbe lefedhető V-ben levő felületdarabbal. 
A tórusz például nem egyszeresen összefüggő tartomány, két 
koncentrikus gömb közötti térrész viszont ilyen.) 

Annak szükséges és elégséges feltételét, hogy a v vektortér 
potenciálos, a Stokes-tétel tárgyalásánál adjuk meg. 

A vektortér valamely zárt görbére vett integrálját a vektor- 
tér cirkulációjának nevezzük. 

Fektessünk a tér egy rögzített Pa pontjára L, (ke N) P,-ra 
zsugorodó görbeésorozattal határolt felületeket, amelyek felszi- 
ne Af.. . 

Ha bármely ilyen sorozat esetén létezik és mindig ugyanaz a 


. 1 
lm 27 Ó vdr 
határérték, akkor ezt a PF, pontbeli átlagos örvénysüűrfiségnek 
nevezzük. Belátható, hogy az átlagos örvénysűrűség 

nrot vi B), 


ahol n a felületsorozat normálegységvektorának határértéke. 
Megjegyezzük még, hogy az előzőekhez hasonlóan értelmezhe- 
tő a vektorértékű vonalintegrál is, amelynek jelölése 


J vx dr. 


L 
(Ekkor az előző vektortér, ill. térgörbe esetén a 


üm ZV(o)Xx AT, 


határértéket vizsgáljuk. Ha ez létezik és értéke bármely finomo- 
dó felosztássorozat esetén ugyanaz, akkor ézt az értéket a v vek- 
tortér L görbére vett vektorértékű vanalintegráljának nevezzük, ) 
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Gyakorló feladatok 


6 Határozza meg a 

v:reyijzj--xk,  reR 
vektortérnek az A(1; 2; 5) és a B(4; 759) pontokat összekötő 
egyenesszakaszra vett vonalintegrálját ! 

Az egyenesszakasz egyenlete (IV.t. szakasz 1. feladat) 

r—(1-43043-(2-r 5214--(5--d4ök, rerü; 1]. 
r megfelelő koordinátáit v-be helyettesítve : 

vír(Hd) 27 52)i-r (5-3 494--(1-- 35) k. 
Mivel c szakaszra 

r(f)—3i--5j-3-4k, 
így az integrandus v(r(é)) és Té) skalárszorzata : 

3(2-450-.5(5-- 40)3-4(1-H30). 
Tehát : 


E: 

i 
J v.dr— J (471435) dt— 58, 5. 
LL D i 


Természetesen, ha a féladatbeli egyenesszakasznak más paramétérezését 
választjuk, az integrál értéke nem változik. Az 


r:(1-362j4-4 (22. 5224 (57-49) k elő; 1] 


függvény szintén az AB szakasz egy lehetséges megadási módja. 
Ekkor 


vírí2) (245824 (5 4121) (17- 36) k, 
ÉS 
H(D)—őtii- 10/j-- 87k, 


tehát : 
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b) 
J vrdr— J (9484. 701) d1—58,5, 
Ú 


£ 
ami valóban az előzővel megegyező. 


2. Határozza meg a 

y : r—-xZyit- xyjt-zxk, 4 reR" 
függvénynek az 

L.— fr, lrr— 4 éj t-ék 0srzt), 

L.— (rol ro ri éjrt-tk, 0steli, 
térgörbékre vett vonalintegrálját ! 

A két görbe kezdő- és végpontja azonos, hiszen 


ri Os A(0; 0; 0) 
ÉS 

r(1)—8(1: 1: 1). 
Az E) görbe esetén: 


1 
fi v dr J vír (Oir (d di- 
Li Ü 
; 


e J (11-51 KK 243 k) dt sz 
Ú 
1 


32 
mm f (6r20r 365) dr—— . 
35 
Ü 
Hasonlóan az L, görbére: 


1 
J dr J (2747 e8j FR) (2 39) dák) des 
b ü 
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1 
586 
— § (225--3200.4 469) dt — 
f arsaásapa tt, 
ő 


ami az előzőtől különböző. 
E feladat esetében tehát 


frzf/ 
Li La 


bár az L, és L. görbék kezdő- ég végpontja Azonos. 


3. Határozza meg a 


virmegyitz sz itazk, D.-ífreR"1y5z—3) 
függvény 

LD— fr] r—i-3-cos tjt-sinik ÚÜSIES2r 
görbére vett vonalintegrálját ! 


Az L görbe az x—1 síkban fekvő egységsugarú kör, azaz zárt görbe. 





dm 
I 
$-a-f [dos (i-t j-- sin s) (— sin 2j--cos ík) di — 
2--c0S5 É 
E Ú 


der 
—sin f cost" 

- [ -- EDS tsinr] atz [/22-cos 0 ] szŰ. 
2-tcOsíi 2 [d 

1 


Megjegyzés: Az, hogy a vonalintegrál egy zárt görbe esetén zérus, 
nem jelenti azt, hogy a tér potenciálos, azaz minden zárt görbe esetén zérus. 
Esetünkben az . 








L)—(r ll rp—sin 211--j--cosik  Üsrs2Zzi 


3li 


zárt görbe esetén 


7 
l 
ff [5109 210527 sin? 27] 415 
Li Ü 


adódik, ami zérustól különböző, 


4. Határozza meg a 


kölöt 7 irat D.—(reR"1x04y?/0) 


függvény 

L- írj r—cos ú-bsintjt-ik Osis2r 
görbére vett vonalintegrálját ! 

A térgörbe a IV.1I. szakasz 2. feladatában szereplő csavarvonal, amely 
illeszkedik az x71-y3—1 felületre. A. vektortér hengerszimmetrikus, trajek- 


tóriáia z tengelyre, azaz a térgőrbe érintőjére is merőlegesek, Ebből követ- 
kezően v(ríz)) és rír) vektorok skalárszorzata minden pontban zérús, Így: 


[7-0 


L 


(Áz Olvasó gyakorlásképpen ellenőrizze számítással, hogy az integrandus 
valóban zérus !) 


5. Határozza meg a 


. PF 
V : 5 ——— gyi ez ij  D-(freR?]x2-ryzéo) 
vektortér 


£— trlr—a-3-V1— ják, Ostzl) 
negyedkörre vett vonalintegrálját ! 
Végezze el az integrálást a teljes körre is ! 
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A kör pontjaiban 
x-ry-1, 
Így 
v(r(i) )— KT—r21— új, 
És 
. t 
r(r)szj— — 3. 
V1—8 
Tehát: 
Í 
. jé 
frfl 1—82- Je 
v — a 
L ü 1-1 
A második tagot átalakítjuk : 
ré SZ] . 1 





EY 
1 
dt " 
v dr-z — [arcsin ts -— ; 
KI—-é Z 
L ü 


A teljes körre való integráláskor célszerű más paraméterezéssel dolgozni: 
L,sírlr—cosíti-sintj-btk, OsSts2Zzh 


Az előzőhöz hasonlóan: 


Ét 
[/s- (cost t-rsiné d) di—2n, 
51 Ú 


ami az előző eredmény négyszerese. 
Megjegyzés : A vektortér az 


4: rHATCIZ kid , D.s(reRtlyzo 
y 
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függyény gradienseként áHítható elő (a zx sík pontjainak kivételével). Így 
bármely y:-0 féltérben levő zárt görbe esetén zérus a vonalintegrál értéke. 

A feladatbeli kör átmetszi az y—0 síkot, körülveszi a z tengelyt, 
amelynek pontjaiban a vektortér nincs értelmezve, így c zárt görlkre nem 
kell zérussal egyénlőnek lennie a vonalintegrálnak. 


ó. Legyen 
u:rexyző, rek 


v :regrad u. 


Határozza meg a vonalintegrál értékét az A(I ; 1 ; Il) és B(2; 3; 5) 
pontokat összekötő tetszőleges, folytonosan differenciálható 
görbére ! 





Mivel a 12. ábra 
(o erad u(r) Ült Az első szakaszon az x tengelyen haladunk az A pontbóla P(x; 0; 0) 
dr pontba. 
egyenlőség a tér minden pontjában teljesül, így a tér potenciálos, 5 poten- Ekkor 
ciálétggvénye az u skalárvektor függvény. Tzfelrzti — r€(0;x1 
gy: — 
a e vírí))—0, 
dit tehát 
J vdrs fi — dr — fi du —tÁrnj— HÁT 4). 
dr 
rim, r dr— Ü. 
AB Ta a 
Li 


Mivel az u függvény értéke az A pontban I, a 8 pontban 600, így : A második szakaszon a P(x; 0; 0) pontból a P(x; y; 0) pontig me- 


J gyünk, az y tengellyel párhuzamosan : 
v dr— 599. I 
T.sírlr—xt--rj, . rE[O; 9], 
Hi víríé) matt ate], 
r(d)s ij. 


7. Határozza meg a 
vy : reexyi-t(xpi-zjjtív-tezjk reR y 
y 2 
vektortér vonalintegrálját az A(0 ; 05 0) és B(x:; v; 2) pontokat ]J vdr— J xrdtz És -E . 
0 
L: Ú 


E szakaszra tehát 


összekötő 72. ábrán látható töröttvonalira ! 
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Végül a P, pontból a B pontig a z tengellyel párhuzamosan: 
LD.sírirsxi-yj-t-ik, terü; 2] 


Ekkor 
vír(n)— ot Gy-.o D3-H(vy-Hők, 
Í()-k, 
tehát : 
2 
agz 
[5 forna-ho 5] ey24 E. 
2 Íg 2 
43 Ö 
Végeredményben: 


fesz fee fe jeez gar. 


. Megjegyzés: " Könnyen látható, hogy. a vektortér. 
1.2 22 ; 
, R 
2 -- yz-k 2 ré 


skalár-vektor függvény gradienseként állítható elő, Ha tehát tudjuk, hogy 
a vektortér valamely FE RŐ tartományban potenciálos, a potenciálfügg- 
vényt az e feladatban látott módszerhez hasonlóan kereshetjük meg. — 
Természetesen az 4, B pontok a F tartományban vannak, $ a törött: 
vonalat is úgy kell felvennünk, hogy az végig a F térrészben haladjon. 


Hi Ír 





ő, AZ 


E : LME tö Dpz (re RÍ Troy) 
térerősségű vektortérben az A4;0;0 pontból a B(O; 10; 0) 
pontba mozgatunk egy pozitív egységnyi töltést az AB szakasz 
mentén. Határozza meg a végzett munka értékét ! 


Láttuk, hogy a pozitív egységnyi töltés mozgatásakor végzett munka: 


v- ze 


316 


Mivel a vektortér az 


Lt mt D sífréR9"lr-0) 
skalár-vektor függvény gradijenseként állítható elő (IV.3. szakasz alapján), 
És a 


VszfrIreRA[el 2-1) 


tartomány egyszeresen összefüggő, így ec tartornányban haladó bármely 
görbe égetén a vonalintégtál értéke független az úttól, azaz F-ben a vektor- 
tér potenciálos. Tehát: 

k kk 3k 


-z sz B9— ut AY —— -4-——-——— . 
ma ( dent un 10"a 20 


EL 
Megjegyzés: A vonalintegrál úttól való függetlenségét a következő- 
képpen is kihasználhatjuk. 
Mozgassuk először a töltést az 4 pontból a Cí0;4:0 pontba az 
x"xy"-—16 körvonal mentén, majd C-ből vigyük B-be. Mivel a tér radiális, 
azaz erővonalai a kört merőlegesen metszik, Így az 4C íven a vonalintegrál 
értéke zérus. A CB szakaszon csak y értéke változik, így lrI—y. 


mud MW 3g 
rni 5gy[— a 
[ref 1 I, 20" 
tehát 
3k 
E. dr — , 
J 20 


L 


ari természetesen az előzövel megegyező. 


A. vektorértékű vonalintegrál alkalmazásai közül a Biot— 
savart-törvényt említjük. 

Az L görbe mentén folyó / intenzitású áram által az ra 
helyvektorú pont létrehozott mágneses térerősség : 


I-—IT 
H(ro)z a) o 


[r—rj? Tr —ry ér 
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9. Határozza meg a Biot—Savart-törvény alapján az Fáram- 
mal átjárt R sügarú körvezető középpontjában a mágneses tér- 
erősség értékét ! 


Helyézzük el a körvezetőt az xy sikban úgy, hogy a kör középpontja 
az origó legyen. (ro— 0) 
Mivel az r a kört merőlegesen metszi, s a körön Írj— A, így ; 


lexdri— ri [drl sin 9075 R dr. 
Ebből következően : 


Ho : 6 RT 4 b a 
sz 0 —— dp—— ——- B dr. 
sírva dér Sdderrár ő 

£ LL 
Mivel 


b dr 2Rn, 
Z. 
hiszen az integrál értéke a kör kerületével egyenlő, így 
IH(01—— . 
2R 
(H(a) a körvezető síkjára merőleges. ) 


10. Határozza meg a mágneses térerősséget az előző kör- 
vezető tengelyén levő P pontban, amely a körvezető síkjától m 
távolságra van ! 


Helyezzük el a körvezetőt az előző feladatban látott módon (73. ábra)... 
Az elrendezés szirametriájából következik, hogy H a z tengely pontjaiban a 
tengely irányába mutat. Az rg—r vektor minden pontban merőleges a kör 
érintőjére, tehát: 


ér re del— Írg— ri - [dr] — VR2-- mé dr. 


Mivel — rnint láttuk — H a z tengely irányába mutat, így csak AH tengely- 
irányú komponenseit kell összegeznünk. Az ábra alarján a AH vektor z 
tengely irányú vetülete :; 


[ÁH sin a, 
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73, abra 


ahol 


OR 
VIEZRE 


(merőleges szárú szógek), tehát 


SÍTL üt — 











I ( VKRam IR 
Err) — 2 SÍT ét drz—g b dr. 
"tt 
7 R2a 23 jiszi 
z Rm) 4r( R2a mi L 
Az előző feladatban láttuk, hogy 
b dr— 2Rir, 
Fő 
így: 
I  R 
1H]—— - 
2 3 
(Rta mm?) 


mú esetén az előző feladat eredményét kapjuk. 
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11. Határozza meg az / árammal átjárt, végtelen hosszú 
egyenes vezető által létrehozott mágneses tér nagyságát, a ve- 
zetőtől R távolságban! 





"74. Abra 


Helyezzük el a koordináta-rendszert úgy, hogy a vezető a z tengellyel 
essen egybe! 
. 4 Határozzuk meg az AR; 0; 0) pontban H abszolút értékét! Mivel az 
r-t véktor az xz sikban van, így H az y tengely irányába mutat (74. ábra). 
Mivel 


h0—r1—KR2a zt, 





és 
, z 
sir tn —— e, 
V R2--z? 
Így 
"og - I R7-- ző z 
I HI] — — 0 gin at dr —— V dz- 
dat Ira —r] Ar V Ri—z2 
EL — en (R23- 292 
I é- I 
s d s — 2 Rég. z2 7] E —H. 
dir B ű [ ( ) ZAtIT 
2 
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Megjegyzés : Az egyenes vezető által létrehozott mágneses tér erőssé- 
gét egyszerűbben megkaphatjuk az ún. gerjesztési törvény alkalmazásával, 
amely szerint a mágneses téretősség zárt görbén vett vonalintegrálja egyenlő 
a zárt görbe altal határolt felületen áthaladó áramok előjeles összegével. 
Legyen a zárt görbe az 


may zR 
kör. Mivel a H vektortér hengerszímnetrikusan veszi körül a vezetőt, Így e 
kör pontjaiban H érintőirányú, azaz 

H dr: (HI dr. 


A gerjésztési törvény szerint : 


17 b Hdr— h IHI dr (HI b dr HI 2Rr. 


L L 
Ebből 


- 1-7—— , 


2Rmt 


arni az előzővel megegyezik. 


2. Felületi integrál 


A felüléti integrál foralmát is egy alkalmazásán keresztül 
mutatjuk be. 


Tekintsük a 
B : r--Bír) reDcR 


indukcióvektorral jellemzett mágneses teret és egy D-ben levő 
irányítható, mérhető felszínű felületet (jelölje ezt F). 

Határozzuk meg az e felületen áthaladó indukcióvonalak 
számát, a Huxust (75. ábra)! 

Mivel általában 8 pontról pontra változik, s a felület nem 
sik, így a fluxus nem számolható a B és a felületre merőleges 
A vektor skalárszorzataként. Bontsuk fel a felületet mérhető 
felszínű részekre ! (E részeknek csak a határvonaluk közös, egye- 
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75. ábra 


sítésük az eredeti felületet adja!) A k-adik darabon válasszunk 
ki egy I, reprezentáns pontot, és jelölje JA, azt a vektort, amely- 
nek iránya a felületi normális irányával megegyező, abszolút 
értéke a felületdarab felszínével egyenlő, azaz: I[dad.1—u(F.). 
(A felületdarabok irányítása a felület irányításának megfelelő.) 
E kis felüléten az elemi finxus : 


Ha minden határon túl finomodó felosztássorozat (F, átmérői- 
nek maximuma is zérushoz tart) esetén létezik a felosztástól és 
a reprezentánspont választásától független 


Tim 3 Bírp AA, 
d 
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határérték, akkor ezt az értéket a B vektortér F felületre vett 
felületi integráljának nevezzük, 
Jelölése : 


úé fa. 


F 
Zárt felület esetén a jelölés : 


d B da. 
F 


Azintegrál értéke tehát az F felületen áthaladó fhuxust adja meg. 


Ha a. 
.B:reBG)  reDCRI 
folytonos, És az 
F— ír ] r— rí, v), (u, VKT) 


D-ben levő korlátos, irányítható, mérhető felszínű, folytonosan 
differenciálható felület, akkor : 


J BdAz J J Bír(z, Va x 1) du do. 
sű T 


Tekintsük az előző vektortér egy r,c D pontját, s vegyük azt 
körül D-ben haladó ro-ra zsugorodó olyan (F.) neNt zárt felü- 
letsorozattal, amelynek minden elemére létezik 


Ó BdaA. 

Ha. I 
Az F, zárt felületre számított fiuxus a felület által határolt tér- 
részben (legyen ez F, ) levő , forrás" mennyiségére jellemző. Ha 
bármely ilyen sorozat esetén létezik a felület alakjától függetle- 
nül mindig ugyanaz a 


TIZ b B dA 





hm 
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határérték, akkor ezt az rg pontbeli forrássűrűségnek nevezzük. 
Igazolható, hogy értéke 
div B(rg). 


Megjegyezzük, hogy a (skalárértékű) felületi integrálhoz hason- 
lóan értelmezhető az 


[peda 


F 

vektorértékű felületi integrál is. 
Ekkor az előző vektortér, ill. felület esetén a 
lim5 B(r,)x dá, 


határértéket vizsgáljuk. Ha ez létezik, és értéke bármely fino- 
modó felosztássorozat esetén ugyanaz, akkor ezt az értéket a 
B vektortér F felületre vett vektorértékü felületi integráljának 
nevezzük, 


fa 


F 

a felületelemek összegével, azaz a felület felszínével egyezik meg. 
Ha a felület irányítását megváltoztatjuk, a felületi integrál ér- 
téke előjelet vált. A feladatokban az irányítást úgy választottuk, 
hogy az integrál értéke pozitív legyen. 


Gyakorló feladatok 

1. Határozza meg a 

W:rerr, rek? 
függvény felületi integrálját az A(1 ; 1 ; 3), B(4.; 2; 7965 €C(554; 9) 
csúcspontú háromszögre ! 

A háromszöglap egy lehetséges megadási módja (I. a TV.2. szakasz 
1. feladatát) ; 


Fsefrtrsí(17-31-tdejlt(1 Fe 3294--(31-du-t-ó)k, 
(u, DER] OsSutvs!k 
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Határozzuk meg a paraméterek szerinti parciálisokat : 
r,—313-j-4-4k, 
r,4i--3j--ők. 
Az inteégrandus a 
wiríz, 0)], r., r, vektorok vegyes szorzata; azaz 


1--3utáv 15-u-t-3s 3--4uit-őr 
3 1 4 sz7, 
4 3 ú 


(Mivel a determináns első sorában összeg szerepel, így ez három determi- 
náns összegére bontható. A másodikból u-t, a harmadikból e-t kiemelve 
ezeknek két sora megegyező, tehát értékük zérus, tehát csak az összeg első 
tagja marad meg.) 


Az integrálási tartomány : 
Ta(Wtu o) lüsuzl, 0srz1— u. 
Tehát: 


Íí 1--u 
fra Tdvdus: . 


2. Határozza meg az előző feladatban szereplő vektortér 
integrálját egy origó középpontú, R sugarú gömbfelületre ! 


A gömbfelület egy lehetséges megadása (1. a. IV.2. szakasz 2. felada- 
tát): 


F—ír ]1— X sín u cos 14-- A sin u sin ri -r KR cos uk, ket; xz], rél0; Zz]h- 
A parciális deriváltak : 


c, R cos u c08 od R cos e sin vit (— R sin a)k, 


r——R sin u sin vi--R sín u cos vj. 
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Az integrandus : 


wirít, 09] -(rxr 
— R3 sin? u cost v- RI sin? u siné 0-4 R cost u sin 4— RÍ sin u, 


Tehát a vektortér gömbfelületre vett felületi integrálja : 


mg o da 
b va f J RŐ sin u de duzá4zR. 
F ő Ő 


Jóval egyszerűbben kapjuk meg az eredményt, ha felhasználjuk, hogy u tér 
erővonalai (trajektóriái) sugárirányúak, azaz merőlegesen metszik a gömb- 
felületet, így lévén a felületen (w[- R, 


b wda-b wda— Rd4á—R h. dA. 
E F E F 


Mivel a felületelemek összeze a gömb felszínét adja, Így: 


R b dAzá4nR, 
F 
ami az előzővel megegyező. 
Megjegyzés : Jelölje V a gömbfelület által határolt térrészt, s képez- 
zük a 


l 
limm ——- b w JA 
EÜ xv) 
F 
határértéket ! 
Mivel 


Az 
al P--T R? 


az R sugarú görnb térfogata, így a fenti határérték 3-mal egyenlő. 
Esetünkben tehát valóban teljesül a 


1 
lárn —— b wdAz div w(0)— 3 
HT) 


F 
összefüggés. 
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3. Határozza meg a 

B: r--jxI, re R" 
vektortér felületi integrálját az 

x-4tz-—] 


hengerfelület üsyzsl részére! 


A felület: 
F—-(r( —cos yi-ta--sinek, ÖszgesZr 0szrzl). 
"Tekintve, hogy 


jxr—21—xk, 
igy A 
B(ríg, £))ssin pi— cos pk. 


Tehát az integrandus : 


sing ú —cosg 


Bír xXr, zf—-sinp 0 — cosgÍ[-ü, 
Ü l Ü 
így 
fi BdA—0. 
F 


Megjegyzés : Mivel a felület tetszőleges P(x, y, 2) pontjában a felületi 
normális irányát az ríx, 0, 2) vektor adja, amely a B vektorra merőleges, 
vagyis n8—0, így nyilvánvaló, hogy teljesül a 

fi Bd4A-0 egyenlőség. 

F 


4. Határozza meg a 

v:r-szvitkzx]-tzik, rek 
vektortér felületi integrálját az 

Fa (r[r— (ch 2--24)1--(sh t-- 4o0j--S5uk, Osíiszi 0suz1) 
felületre ! 
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A felület egy hiperbola alapú henger része (1. a ÍV. 2. szakasz 5. felada- 
tát). Elvégezve a megfelelő koordináták helyettesítését : 


v(ríz, u) )— őz ((sh 27-4ujá-t (ch 2204 5uk), 
az integrandus pedix : 
shr4-ádáu cht--2n 54 
vír,xr)-Sul she ehr 0]. 
2 4 5 
— 15047 (ch r—sh$j—15047e7 
Tehát a felületi integrál : 


li il 
fra f f/doccAároson 
F tt Üü 


5. Határozza meg a 


T 
E : rő . 


függvény felületi integrálját a z— 1 sikra! 


Des tteR:jrzül 


Célszerű kihasználni a z tengelyre való forgásszimmetriát. Adjuk meg 
a felületet a köveikező módon : 


F— ír [ru cos pi-btsin pjt-k, ező, — pe[0, 2zjh. 
Ekkor az u5-up vonalak z tengely középpontú körök. Mivel a felületen 


rlz Yu], 
így: 
1 
E( rí, p)J-———— (u cos yi-- a sin ej k). 
241)? 
Az integrandus tehát: 
1 ucosw usnp ll 
Err ——— cse sing 0 
241 —uasinp ucosp 0 


s H. 
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Így E felületi integrálja : 
vs Zn végén 
7 3 3 
[7 —— gp tm f 2u(u4" 31 dum 
b 0 (wit rz ú 
1 
-a[-2ő 1) 2] —2z, 
4) 

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor 15, ha a sikot 

F-(rlr—xi--yi-tk, — (x,yeR3) 
alakban adjuk meg, s a felületi integrál számításakor polárkoordinátákra 


térünk át. 


6. Az elektrosztatika Gauss-tételét felhasználva határozza 
meg az origóban levő egységnyi ponttöltés terét ! 


ÁAz eléktrosztatika CGauss-tétele : 


b DdA— 30 


azaz a D-7--EE vektor zárt felületre vett integrálja egyenlő a felület által ha- 
tárolt térrészben levő töltések előjeles összegével. 

Mivel a kialakuló tér gömbszimmetrikus, így egy origó középpontú 
Bo sugarú gömbre célszerű a felületi integrált meghatároznunk. 

E gömbfelületen, mivel D merőleges a felületre : 

DdA-IDH dA, 


ebből következően 


bDaa-b ID] 74 — DI b d4-ID4zR2—-0— 1. 
F F F 


Az integrálás során felhasználtuk, hogy a gömbszirnmetria miatt a felületen 
IDI állandó, így az integráljel elé kiemelhető. 
Tehát 


1 
[DC 7elEldi ee ; 
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AZAZ 


E :r DgsíreR9Írs 


0 dmerő -Trl 

Megjegyzés: Ha a töltést egy a sugarú fémgömbre vittük fel, ennek 
tere Irja esetén kapott eredményünkkel megegyező, Írl--a esetén pedig 
IE 0. . 


7. Határozza meg az R, sugarú végtelen hosszú vezető hen- 
ger által létrehozott tér erősségét, ha annak egységnyi magassá- 
gú részér 0 töltés helyezkedik el! 


Az előző feladatban láttuk, hogy 


b DJÁAÁ—O. 

F 
Helyezzük el a hengert úgy, hogy tengelye a z tengely legyen, és legyen a zárt 
felület egy ugyancsak z tengelyű, Ro sugarú egységnyi magasságú körhenger. 
(A henger alap- és fedőkörét is figyelembe kell vennünk !) 

A felületi integrál meghatározásához kihasználjuk, hogy a tér henger- 
szimmetrikus, azaz a henger alap- és fedőkörén nem lép ki erővonal, így 
ezek járuléka a felületi integrálhoz zérus. 

A henger palástján D állandó, így : 


ü, h R., 
DdAz í( [HdA sit d4-IDI2zRr( a Bochi 
0, ha X ER. 

F F F 


Tehát: 


Ű, ha Ír AR, 
IEírrH-i d 
2zelri a ha irsz A. 


Ez esetben tehát a tengelytől távolodva a térerősség abszolút értéke csak 


1 
— első batványa szerint csökken. 


iri 


5. Egy X, sugarú egyenes vezetőben j áramsűrűségü egyeri- 
áram folyik. Határozza meg a mágneses térerősség értékét a ve- 
zetőben s azon kívül ! 
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76. ábra 


Írjuk fel a VFI.1. 11. feladatában szereplő getjesztési törvény általános 
alakját! 


Ó Harm 5 
£ Faj 


(itt Fa zárt L görbére fektetett felület). 

Legyen az L görbe a vezető tengelyére merőleges síkban levő, a ten- 
gelyre szimmetrikusan elhelyezkedő körvonal, F az erre fektetett siklap 
(76. ábra). 


Láttuk (VII.1. szakasz 11. feladata), hogy 


b H dra [HIZzr, 
E 


ahol F a kör sugara. 
A felülett integrál rs R, esetén: 
A. vezetőben ) a felületre merőleges, 
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I 
gaz állandó, 


így ekkor: 
I Ir ir: 
— § mt — dA5——- s ——, 
Jaz franza J 6maee 
F F 
A két eredmény egyenlőségéből ; 
Ír 
KN] , ha re Rj 


A vezető belsejében tehát a tengelytől távolodva IHI lineárisan növekszik, 


a vezetőn kívül, mint azt VII.1.11. feladatában láttuk, 1 rel arányosan 
csökken. " 


9. Határozza meg a 
B:r--xi  rEXR 

vektortér vektorértékű felületi integrálját a zx síkban fekvő 
(x—1y3-zsl] 

körlapra ! 


J BxdA értékét kel! meghatároznunk. 


F 
Mivel minden ré R? pontban Bír) i-vel párhuzamos, az F (sik) felület 


pedig 1-re merőlegés, így : 
BxXxdAl—IBI d4—-dA. 
Ebből következően a felületiintegrál abszolút értékének kiszámítása a 


J fra 
T 


értékének meghatározásával egyenértékű, ahol 
T-((x,yyl(x-1yY-2sik 
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Az integrál értékének meghatározásához célszerű a következő transzformá- 
ciót elvégezni : 


zzésin mp. 


Ekkor 
T-((t, pp. l0srsl, ÖswgszZz, 


így 
i En 1 
ff sza f [/drroosotápátaza (1 
Tr Ú Ű Ü . 


Így, mivel BXdA iránya (—j)-vel egyezik meg, tehát : 


J BXdAz—jirm, 


F 
Megjegyzés: Ha a felületet határoló görbében egységnyi erősségű 


áram folyik, a B indukciójú mágneses tér J BxXdA forgatónyomatékot 


ryakorol rá. ai 


10. Határozza meg a 

Yv: rexyi--xzjt-yzk,  reR 
vektortér 

F. Ti [ r— t cos ei-b u sin pj-4-2k, — uc[0; I], pe b. 5]/ 
felületre vett vektorértékű felületi integrálját ! 


A felület a 2-2 síkban fekvő negyedkör, amelynek normálvektora 
párhuzamos k-val, így az integrálás eredménye k-ra merőleges vektor lesz. 


Mivel a kifejtési tétel szerint : 
ax (bxcsl(acjb— babe, 
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tehát az integrandus : 
XX JE (TT JT — (rre 
Elvégezve a helyettesítést, s meghatározva a parciálisokat kapjuk, hogy 
vírín, 0))—uw sin p cos pi-- 2u cos pj--2usin gk, 
r,—cos pi--sin ej, 
r——nsin pit-ecos gj. 


Ha ezeket az értékeket az integrandusba helyettesítjük — a részletszármítá- 
sok mellőzésével — a következő adódik : 


ír 


1 2 
2 3 z 2. 1. 
Tr JA — (24 cos 01— ri? cos pp sin aj) de duzri—ib 
Ú Ú 


F 


amely vektor valóban merőleges a k vektorra. 
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VIII. INTEGRÁLTÉTELEK 


1. Gauss—Ösztogradszkíij-tétel 


A VII.2. szakaszban említettük a vektortér ra pontbeli di- 
vergenciája és az ro-t körülvevő zárt felületre vett felületi integ- 
rálja közötti kapcsolatot. 

Ennek alapján várható, hogy a vektortér divergenciájának 
térfogati integrálja és a vektortér felületi integrálja között vala- 
milyen összefüggés áll fenn. 

Ezt mondja ki a Gauss—Osztogradszkíij-tétel (77. ábra). 

Legyen F zárt, véges sok, egymáshoz élekben csatlakozó 
folytonosan differenciálható felületdarabból álló felület, kifelé 
irányított normálvektorral ; az F által határolt V térrész mér- 
hető térfogatú, s legyen a v vektortér e térrészben és a felületen 
folytonosan differenciálható, ekkor : 


b vaa— f div v d. 


PF F 


F 





77, abra 
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A tétel fizikai tartalma — elektromos térben szemléltetve —: 
Legyen a vektortér e térben a térerősség vektora. 

A bal oldalon szereplő integrál az E tér fiuxusát (az F felü- 
teten áthaladó erővonal számot) adja meg. 

A jobb oldal a forrássűrűség (az E tér forrásai a töltések) 
térfogati integrálja. Nyilvánvaló, hogy ha a zárt F felületen több 
erővonal lép ki, mint be, akkor a felület belsejében pozitív for- 
rásnak kell lennie ; másrészt, ha a V térrész forrásmentes, akkor 
a belépő és kilépő erővonalak száma azonos kell hogy légyen, 
tehát a bal oldal zérus. 

Hasonló értelmezés adható áramlási terek esetén (v ekkor 
az áramló közeg sebességeloszlása). 

Speciálisan, ha a v vektortér forrásmentes egy [ térrész- 
ben, azaz 


diív vírj— 0 re V, 


és F, valamint az általa bezárt térrész V részhalmaza, ekkor, ha 
F-re teljesülnek a tétel kikötései : 


b v dA—0, 
F 


tehát forrásmentes vektortér esétén a vektortér zárt felületre 
vett felületi integrálja zérus. 


Ezt a tényt másképpen is megfogalmazhatjuk : az előző tér- 
részben haladó sima, zárt görbére illesztett F, (nyílt) felületre 
vett felületi integrál értéke nem függ a felület alakjától, azaz 
L görbére illeszkedő különböző, de azonos irányítású felületek 
esetén azonos érték adódik. 


Ha van olyan kétszer folytonosan differenciálható W vek- 
tortér, amelyre 


ysrot W re F, 
akkor az előző zárt F felületre : 
b vdA—0, 


Faj 
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hiszen 
dív ve dív rot W:0, ré F. 


(Isazolható az állítás megfordítása is, tehát v akkor és csak ak- 
kor forrásmentes, ha va rot W.) 
A W vektorteret a v tér vektorpotenciáljának nevezzük. 
kh. vektorpotenciál meghatározásának módszereivel nern foglal- 
1 . 


Gyakorló feladatok 

1. Szemléltesse a Gauss-tételt a következő két esetben úgy, 
hogy a tételben szereplő mindkét integrált meghatározza ! 
a) v:r--xi, re R", 
a FV térrész az egységkocka, F a kocka felszíne. 
h) v:rar, reg, 

V- (x,y, 2) x2-ryétzézi) 
F a gömb felszíne. 

a) Mivel a v minden pontban Íí-vel egyirányú, így a felületi integrálban 
csak az 1-re merőlegés lapok járuléka lehet zérustól különböző. Az xsÖ sík 


esetén azonban v—ő, így az erre vett felületi intezrái ériéke zérus: az x-1 
sík esetén [v]— 1, így 


Jraaj mdam [doc 
Fi fi 1 


Tehát Ó vdA—I1. 
F . 
Mivel 
divyrsl  rTreéRi, 
és 


atyy-l, 
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igy 
J díiv vrdV-1, 
p 
tehát a két oldal értéke valóban egyenlő. 


b) Mivel v sugárirányú, azaz F minden pontjában merőleges a felü- 
letre, és a felületen lrI—]1, így 


p vdazÓ [vi d4-b d4—4zr. 


F F F 
Másrészt : 
div vs 3, re F 


da 
f/dovar f/dav-s. et 


V [a 
tehát a két integrál értéke valóban egyénlő. 


így 


2. Írja fel az 


a) $Dda- [egy 


F v 
(elektrosztatika Gauss-tétele : VII.2.5.) 


b) $ BdA-0 


F 


(B a mágneses indukció vektora). 
Maxwell-egyenletek differenciális alakját! (F a V térrészt hatá- 
roló zárt felület.) 


a ) Feltéve, hogy teljesülnek a Gauss-tétel feltételei, alakítsuk át a bal 
oldalt : 


$va- f div DdrV. 
F FV 
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Az egyenlet ekkor 


f gvpav- fear 
FV v 


alakban írható; az integrál tulajdonságait felhasználva : 


J (div D—e) dV—-0. 


F 


A térfogati integrál értéke csak akkor lehet térrésztől függetlenü 
zérus, ha maga az intesrandus is zérus, azaz: 


div D— 5. 
(e a töltéssűrűség, tehát a dívergencia valóban a forrássűrűséget jelenti) 


b) Láttuk e rész bevezetőjében, hogy a zárt felületre vett felületi integ 
rál zérus voltából nem következik az. hogy az integrandus is zérus. 


A bal oldalt a Gauss-tétel alapján átalakítva : 


b Bd4A— ! díiv BdV—-0. 
F FV 


Edből már következik az, hogy az integrandus zérus, azaz : 

div B—0, 
teltát a B tér forrásmentes vektortér, azaz Begy másik vektortér rotációjáva 
egyenlő. 

(Azt, hogy B forrásmentes, úgy is mondhatjuk, hogy nincs mágnéseé: 
monapólus.) 

3. Határozza meg a 

v : rm-xtyzi—xyízi rE KR? 
vektortérnek az 

Fizfrlx24y23z2—16 — zz0) 
félgömb felületére vett felületi integrálját ! 
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zárjuk le a felületet az 
F.—ír]x"gyelő, 2-0) 


körlappai, $ alkalmazzuk az így nyert zárt felületre a Csauss-tételt (F-— 


b ran f/dvvar 


§ FV 
Mivel 


div vY—Ü, 


így a jobb oldalan szereplő integrál zérus, a másik oldal pedig : 


Ő vaa- [das [aa 


F F: F: 


A körlapon v—0, mivel itt z--0, tehát az F, felületre vett felületi integrál 
zérus, Így 


[7940 

Fi 

4. Határozza meg a 

v : re zőyszá 4 xztjh-xívék reg? 


vektortérnek az egysésgkocka felszínére vett felületi integrálját 
(kifelé irányított felületi normális mellett) ! 


Alkalmazzuk a Gauss-tételt : 


6 van- f diív vy dK. 


F F 
A vektortér divergenciája : 
div vad yző, 
a F térrész 
Vs((x,y, 2) 1 (x,y, 2)JEr0; 1), 
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tehát 
l i 


prazf [ f[ddcásár ( [doc 
Ü új $ 0 . 


F 


l 
1 ji 
af MET É 


ú) 


5. Határozza meg az 
E:rojáa Dr fréRöIrs0) 
vektortér s ge integrálját az 
a) KíZ; 3; 53) középpontú egységsugarú gömb felületére, 


bi az origó középpontú e gységsugarú gömb felületére, 
ci a 


Vz f(x, y, 2) [lsx3tyitzs4 


térrész határfelületére! (A felületi normálist irányítsuk a tér- 
részből kifelé.) 


aj 1V.4-ben láttuk, hogy a vektortér az origó kivételével forrásmentes, 
azaz div E—ü, ha r:-ú. 
Műivel az origó a gömbíelületen kívül helyezkedik el, így : 


fra ( avzar-o. 


Fa Va 


b) Mivel az origóban div E--Ü, és ítt a vektortérnek szingularitása 
van, így ez esetben az integrál értéke zérustól különböző, 
A felület pontjaiban E a felülétre merőleges, és itt [El— 1, így 


ra 9 [EI dA — ködöt 


c) Mivel a vektortér az, 7 origó kivételével forrásmentes, így a F tér- 
részbe belépő, ill, onnan kilépő erővonalak száma azonos, Így 
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p E dA5s0. 
Fe 


Megjegyzés : Tetszőleges origót tartalmazó, mérhető  térrészt lezáró 
felilet esetén (ha erre teljesülnek a Gauss-tétel kikötései) : 


b E dA— 47. 
F 


6. Határozza meg az előző feladatbeli vektortér 
Fp-(elr—xitgjtk,  (x,y)e[—1; 14 


felületére vett felületi integrálját ! 
Az előző feladat szerint a vektortér 
Fofix,y,2)l(x,y, 2)el— 1; 11 


térrésze határfelületére (F) vonatkozó felületi integrálja : 
b EdA—-árn. 
F 
A tér szimmetriájából következően a kocka lapjain az E tér felületi integ- 
ráljának értéke azonos, Így: 
] LIE 
1] Ed4A—— " 4r—— . 
6 
Fi 
7. Határozza meg az 


E : ra xyz xyőzj-- zxk, 
vektortér rotációjának integrálját az 
Fe frl2tyta- 71, 


re R3 


zs0) 
felületre ! (A felületi normális a z tengely pozitív irányába mu- 
tasson.) 
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Mivel dív rot F—0), így e vektortér zárt felületre vett felületi integrálja 
zérus ; azaz bármely, az F felület határgörbéjére illeszkedő, azonos irányi- 
tású felület esetén, azonos érték adódik a felületi integrálra. 

Legyen 


Fjsíri x2gpytssz1, z—0. 
Az előzőek szerint : 


formán f/rga. 
F 


Fi 


az E vektortér rotációja : 


i i k 
rot E-— ka 9 9 — 
Ax dy Hz 
xyz xyízt 23x 
—i(— dxy3z9) — (22 — 2x7yz)e kW — ax zt) 
Mivel £, pontjaiban 7—0, így ítt 
ra E—-—0, 
tehát: 


f ora ( rorraa 0, 
F 


Fi 


8. Igazolja, hogy ha a F térrész és az azt határoló F zárt 
felület eleget tesz a Gauss-tételben említett kikötéseknek, és a 
B vektortér folytonosan differenciálható, akkor : 


[9 Bdv—-—b BXdA! 


F F 


Mivel a B vektortér folytonosan differenciálható, így tetszőleges, rög- 
zített a vektor esetén a 
vYr—axB 
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vektortér is folytonosan differenciálható, azaz v-re teljesül a Gauss-tétel : 


Ő vanm [/divsav 


F FV 
Mivel 


div [ax B——arot B, 
— amit az Olvasó a V operátor alkalmazásával könnyen igazolhat —, 
Így 


-f arot B dab (AB dA. 
F F 


A jobb oldalon egy vegyesszorzat áll, amelynél a vektoriális és skaláris 
szorzás sorrendje felcserélhető : 


b (axB)dA—Ó a(B.XdA). 


F F 
Mivel az a vektor állandó, így az integráljel elé kiemelhető : 


-a [/rotnav-a $ Bxaa; 


F F 


ez az összefüggés azonban tetszőleges a vektor esetén csak úgy teljesülhet, 
ha az igazolandó állítás teljesül. 
Megjegyzés: Ha a F térrészben a B vektortér örvénymentes, akkor 


[pod 


F 
értéke csak a felület határvonalától és a felület irányításától füge. 


9. Határozza meg az a, b, c paraméterek értékeit úgy, 
hogy a 
v : re (xz-tay" th bz? ját (xy azrt bx?)jj-- 
t(yz--ax"t-byéh, re R: 


vektortér vektor értékű felületi integráljának értéke tetszőleges 
zárt felület esetén zérus legyen ! 
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Az előző feladat szerint ez akkor teljesül, ha a v vektortér rotációja 
egy egyszeresen összefüggő F térrészben zérus, azaz Itt v örvénymentes. 


ú j k 
rot y— ő 9 ű ms 
Ni dx 9y öz Ni 


xztay tbe xytőédbet yztaxt-byt 
sz á(z 4 28y— ac Kacsoh r—2bz)t kíyr- 2bx— ac, 


1 
Ha 4-0, cs2, a7 a akkor 


rot ysŰ reRő, 


s így az előző feladat szerint 


Ó vxdAz0, 
F 


2. 5tokes-tétel 


A vonalintegrái definiálása során utaltunk a vektortér r, 
pontbeli rotációjának és a vektortér ro-t körülvevő zárt görbére 
vett vonalintegráljának kapcsolatára. Ennek alapján várható, 
hogy a rotáció felületi integrálja és (skalárértékű) vonalinteg- 
rálja között valamilyen összefüggés áll fenn. 

Ezt mondja ki a Stokes-tétel (78. ábra). 


Legyen F véges sok, egymáshoz élekben csatlakozó, foly- 
tonosan differenciálható felületdarabból álló irányítható felület, 
L a felületet határoló, szakaszonként , sima" (folytonosan deri- 
válható) zárt görbe, amelyet úgy irányítunk, hogy körüljárása 
a felület normálisa irányából pozitív legyen. Ha a v vektortér 
folytonosan differenciálható a felületen 5 annak határán, akkor : 


Ő var f rot v JA. 


z PF 
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18. ábra 


A tételből következik, hogy ha egy egyszeresen összefüggő V 
térrészben a vektortér örvénymentes (azaz rot vü 7 minden 
pontjában), akkor minden V-ben haladó zárt görbe esetén zérus 
a vonalintegrál értéke, azaz a tér potenciálos, tehát a vonalin- 
tegrál értéke két adott pont között független az integrálási 
úttó 


Igazolható, hogy ez akkor és csakis akkor teljesül, ha van 
olyan 


u: re-nír] re/ 
skalártér, amelyre : 
v—erad u. 


A potenciálfüggvény meghatározására a például VII.1.7.-ben 
látott módszer használható. 


Megemlítjük még, hogy ha a v vektortér divergenciája az 
egyszeresen összefüggő F tartományban zérus, akkor (VIILI. 
szerint ) : 


y—rot w, 


az 
f vaz [/ddrdázó wa, 
PF F £ 


vagyis v felületi integrálja vektorpotenciáljának vonzlintegrál- 
jával egyenlő, 
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Gyakorló feladatok 

1. Szemléltesse a Stokes-tételt a tételben szereplő mindkét 
inteerál meghatározásával : 
al v:rkxr reg, 


a felület a z—0 sikban fekvő, origó középpontú egységsugarú 
körlap, a görbe ennek határa ; 


b) v:reyitaxjtzk  reR, 
F és L az. előző! 


a) Láttuk (ÍV.4. 3.), hogy 
röt (kxXr)—2k, 


így a körlap pontjaiban rot v a felületre merőleges, azaz : 


fra f rorra4-2 [/d4-2n 
§ F F 


mivel a felületelemek összege a körlap területével egyenlő. Mivel a felület 
normális k-val egyező irányú, Így az egységkört pozitív körültárással kell 
befutnunk. 

A másik integrál tehát, mivel a kxr vektor k-ra és r-re is merőleges, 
így iránya a körvonal érintőjével azonos, így (a körvonalon [IrI— 1) 


b vY dr— b II dr— b dr— Zn, 
f£ £ L 


hiszen ez az integrál a kör kerületével egyezik meg. A két integrál értéke 
tehát valóban egyenlő. I 


Megjegyzés: E vektortér esetén rot v zérustól különböző, tehát a tér 
nem potenciálos, de bármely k-ra merőleges sikban levő zárt görbe esetén 
zérus a vonalintegral értéke. 


b) E vektortér esetén 


rotvy—(, 


34? 


tehát ennek felületi integrálja is zérus. A határoló körvonal: 
r—(r 1 rz—cos 71--sin éj, re[(0; 2zh 


AZAZ : 
árr 


$ vdr- J v(r(e) Jr(2) dt— 
L ő 
ún 


-[ (sin 4-tcos z$(— sin z4-- cos z]) dt 


0 


Úr 
- f cos 2t dr—Ü, 
Ü 


a két integrál értéke tehát valóban egyenlő. E vektortér potenciálos, Így bár: 
mely zárt görbe esetén a vonalintegrál értéke zérus. 


2. Írja fel az 
a) ú tarz / 65] dA, 
(gerjesztési törvény általánosítása). 


b) Ő Bár [d da 


(Faraday-féle indukciótörvény) Maxwell-egyenletek differenciá- 
lís alakját ! 


a) Feltéve, hogy teljesülnek a Stokes-tétel feltételei, alakítsuk át a bal 
oldalt: 


d nar- f rra / (5) ZA, 
xy 


L F 
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rendezve : 


] [ret Er] JA -Ü 
dt 
z 


Tetszőleges felületre integrálva, az integrál értéke csak úgy lehet zérus- 
sal egyenlő, ha maga az integrandus zérüs, azaz 
-D 
rot E— j--H— . 
i ör 


b) Az előzőhöz hasonlóan a bal oldalit alakítjuk át: 


$za frezene [de 


amely letszóleges felület esetén csak úgy teljesülhet, ha 


0B 

röt E———- . 
. At 
Megjegyzés: 


a) A feladatban szereplő függvények 
E. : ír, fe Et, h) reR? teRt 


jellegűek; az eddig szereplő vektor—vektor függvényeknél általánosabb 
függvények. 

b) A második egyenlet eredményét a köveikezőképp értelmezhetjük : 
az E vektortér akkor rotációmentes, ha nincs kölcsönhatásban egy időben 
változó B térrel, Tehát annak a feltétele, hogy zárt görbe esetén a munka- 
végzés zérustól különböző legyen az, hogy közben a tér valahonnan , eer- 
giautánpótlást " kapjon, 

c) Homogén, izotrop közegben : 


B— 4H: D- FE. 
Tegyük fel továbbá, hogy Í és o zérus e térrészben. Tehát 


JE 
rot H—z — , 
dt 
ta. JH 
it E-— — veli " 
. di dt 
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Vegyük a második egyenlet rotációját ! 

Feltéve, hogy a szereplő függvények kétszer folytonosan differenciál- 
hatók — azaz a vegyes parciálisok egyenlők — a rotációképzés, és az idő- 
szerinti deriválás sorrendie felcserélhető : 


d 
röt rot EF— — 51 —- root H. 
d" 


A bal oldalt TV.4. szerint átalakítva : 
rot rot Esgrad div E— 41E— — JE, 
hiszen VIII.I.2. szerint 9—0 esetén dív É ís zérus. 


ks JE 
A másik oldalon rot H helyett c at helyettesítve (az első egyenlet 
alapián) kanjuk, hogy: 
9-E 
JE ér -— . 
É a 


Ez az összefüggés, a III.1. 18-ban látott hullámegyenlet vezetett arra az 
elméleti felismerésre, hogy létezniük kell elektromágneses hullámoknak. 
Ezután igazolták kísérletileg is létezésüket, majd sor került igen sokrétű al- 
kailmazásukra is. 


3. Potenciálos-e az 


a r r F 
E : ET TTTE , Dz—treRÍÍrz01  (ss0állandó) 


vektortér ? Ha igen, határozza meg a potenciálfüggvényt ! 
IV.3. tárgyalása során láttuk, hogy 


Í 
grad —- ul 


r 
ír] 7 ez TÉN "e f(reR3 [ r--üi, 


tehát az E vektortér az 


teng 


ell. u e TYNE] — 3 
Hir penreriaji D —(réR"[r50) 


skalártér gradiense, így a vektortér potenciálos, s potenciálfüggvénye(i) 
az u skalár—vektor függvénytek). 
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Megjegyzés : A gyakorlatban a potenciálfüggvény értelmezése az 


— agrad W 


összefüggés alapján történik, meghatározásához általában a , végtelen tá- 
voli?" pontban választják zérusnak u értékét. Ennek alapján 





Ro)z : 
RV TeR, 


VII.2-ben láttuk, hogy az E tér az origóban levő égységnyi ponttöltés, vagy 
az Rg sugarú egységnyi töltésű férngömb tere (rlz Xg). i 

Egységnyi töltés hatására tebát a gömb a( Rg) feszültségre töltődik, így 
a sömb kapacitása : 


c. 2 - dreRg, 
[/ 
tehát a sugarával egyenesen aranyos. 


4. Potenciálos-e az 
E: v—(docihrrj- (xtt 322) (1-byő4-2zxjk  rER 
vektortér? Határozza meg a potenciálfüggvényt ! 


Az E vektortér akkor és csak akkor polenciálos, ha a tér örvénymen- 
tes, azaz 


rot E—0 FC R. 


Mivel 
i j k 
A) a a sz 
root E—-— az ay öz 


docAuthor] xt4-3yíz Ityit2za 


így a vektortér potenciálos, tehát van olyan s skalártér, amelynek gradien- 
seként állítható elő E. 
Azaz ír-ra teljesülnie keil a 


9 aöváz2, 0) 
ax 
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eti 

szeszt 3yőz, 2) 

dy 

e mgőadzeil (8 

BZ? X (3) 

parciális differenciálegyenlet-rendszetnek. 
(1)-ből : 
usaytzxt kív, 2), 

ezt (2rbe helyettesítve : 


nt kysxt e 3yz, 
ahonnan 

Hív, z)zzyi4 ki (2). 
Ezt (3)-ba helyettesítve : 


u. sz22xty3--kjs13y31-2zx, 
tehát 
kj(zj—z-- e, 
azaz 
u—-xty-sztxek zy tri Ü. 
a; Az Olvasó könnyen ellenőrizheti, hogy E valóban e skalártér gra- 
iense. 


A potenciálfüggvényt a VII.I-ben látott módszerrel is meghatároz- 
hatjuk. 


Haladjunk az origóból a 72. ábrán látható töröttvonal mentén a 
Pé, y, 2) pontba, s határozzuk meg a vonalintegrál értékét ! 


Az első szakaszon az x tengely irányában mozgunk, azaz : 
Lp—írlr—tri ETO; x]t- 


Mivel itt vez—0), Így e görbénz vonalintegrál értéke zérus. 
A második szakasz: 


L.—ír]r—xi-- áj te[0; xy. 
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E szakaszon z—ő, Így 


y 
E drz J Adizxy, 
E: Ü 
A harmadik szakasz: 
L.zfrhr—xi4-yj-krk :E(Ó;z]), 
ezen 


rá 


E a J (1-4-y5--2t) dt—zd-zyőek Zéx. 


Ls Ü 
Ebből következően : 


— f Edreyxt--ztx4-zy?--z, 
L 
ami az előzővel megegyező. 
Megjegyzés : A töröttvonal kezdőpontját, s magát a töröttvonalat úgy 


kell megválasztani, hogy tartalmazza a függvény értelmezési tartománya. 
Az előző feladatnál például a kezdőpont nem fehet az origó. 


5, Potenciálos-e az 
E: rna-(3x2y-3-2xát (xx r3yj 2 reki 
vektortér? Határozza meg a poténciálfüggvényt ! 
Ahhoz, hogy az E tér potenciájos legyen, teljesülnie kell a 
rot E—- 0 
egyenlőségnek. Itt 


i Í k 
71 9 f) 
rot E— ax ay Baz a 


3xZva2x xöhgyl 0 
tehát a tér potenciálos, 
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Az előző feladat szerint az 4 potenciálfüggvényte teljesülnie kell az 
H-3x7y-t2x, 

u xI-k 397, 

H,-0 


egryenleteknek. 
Az elsőből ; 


max yrx tk, z), 
amit a másodikba helyettesítve : 
LAN: HT AZ MR 2 
uH.—Xx tis 34". 
Mivel £ nem függ z-tői, hiszen a z szerinti derivált zérus, Így 


küy, z-y tű, 
tehát 
u-t xé tja, 


Megjegyzés : E feladat megoldása eszakt differenciálegyenlet megoldá- 
sának keresésével egyenértékű, 

ó, Határozza meg az 

E : re-(x--2i4-(x-tv)j-t-íy-b-z)k FH reR 
vektortér 

L-Írlrzcos ri L sin ej b cosík 0 tss2a 

vV2 V2 

görbére vett vonalintegrálját ! 


Az E zárt görbe az 
ys-z 
sik és az 
xyz] 
gömb metszésvonala, egy egységsügarú kör. 
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A Stokes-tétel szerint: 


Őzar— f rorgda, 


IL F 
ahol F legyen az E görbe által határolt körlap. A vektortér rotációja : 


rot E—17-j--k. 


Jelülje a a rot E. vektornak és a sik normalvektorának szögét. (Az mí0; 1; 1) 
vektor irányából nézve az L görbe irányítása a Stokes-tételnek megfelelő; ; 


J Trot E -[ irot El cos a dA. 
F : 


Mivel 
n - Tot E 2 


— fallrot EI EI a. 3 





ágy : 


h E ar- f rot E JA — V25. 
L F 
Megjegyzés : Bármely y— —z síkban levő zárt görbe esetén: 


b Edrey2-T, 


ahol 7 jelöli a görbe által határolt sikrész területét. 


7. Határozza meg az előző feladatbeli vektortér 
£— fr : r—sin 11-4-cos fj--cosik  ÜsísZr 
görbére vett vonalintegrálját ! 


Az előző feladathoz hasonlóan ítt is a Stokes-tételt alkalmazzuk. 
A gürbe az 
y—z-—0 
sikban fekvő ellipszis. E sik egy normálvektora az mü; l;-—1) vektor 
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Mivel 


nrot F—ű, 


Ő Rar ( rotmanno, 


L F 


Megjegyzés: Bármely y—z síkban fekvő zárt görbe esetén zérus a 
vonalintegrál értéke. 


A gyakorlati alkalmazások során az eddig említetteknél ál- 
talánosabb potenciálkeresési feladatok megoldása is szükséges. 
E feladatokban a potenciálfüggvény magasabb rendű derivált- 


jai szerepelnek, s ec függvénynek valamilyen peremfeltételeket is 


ki kell elégítenie. 

Ilyen probléma adódik, ha a D vektortér potenciálos. Ek- 
kor a VIII.1.2a1-ban látott egyenletből 

div D— div grad v— du— p, 
ahol o adott skalár-vektor függvény. 

A 0—0 esetén adódó egyenlet a 


du-— 0 ún. Laplace-egyenlet ; 
Auzz e Poisson-egyenlet. 


Ezek és a hasonló jellegű feladatok megoldásának segédeszkö- 
ze1i a Green-téteikör tételei, Erre vonatkozik a következő fel- 
adat. 


8. Igazolja, hogy ha a FV térrész és az azt határoló zárt 
F felület eleget tesz a Gauss-tételben F-re és F-re kírótt köve- 
telményeknek, valamint a v és s skalár-vektor függvények két- 
szek folytonosan differenciálhatók e térrészben és a felületen, 
akkor: 


b ugradp d4— f grad a grad v-udvdr ! 
F V 
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Alkalmazzuk a Gauss tételt az 
u grad v vektor-vektor függvényre ! 


(Mivel v kétszer folytonosan differenciálható, így grad 4 deriváltja folytonos 
tehát alkalmazható a tétel.) 
E vektortér divergenciája a V opcrátor alkalmazásával: 


div (u grad 97 Vén Vv)— Vu Vo-tu Vívegrad u grad ú-t udv. 
Tehát a Gauss-tétel szerint : 


b u urad van f div ín grad v) ara f (grad 4 grad v1-udo) dF, 
V FV 
ami a bizonyítandó állítás. Az igazolt összefüggés a Green-tétel aszimmet- 
tikus alakja. 
Megjegyzés: Alkalmazzuk a Gauss-tételt a v grad 4 függvényre is. 
Ekkör : 


b v arad 4 aa f (grad 4 grad v-t vddj d K. 
F V 
Ezt az előzőből kivonva kapjuk a Green-tétel másik alakját: 
b (u erad v— v erad van [ (íz dv—v Awujdk 
F V 


9. Szemléltesse a Green-tétel szimmetrikus alakját úgy, 
hogy a tételben szereplő mindkét integrált meghatározza : 


u: reelri re Rő, 
b ; term D - freR9Irz0), 
V- ír] rlz Roy! 
ÍV.3-ban láttuk, hogy 
grad IrI—— , 
irl 

d 1 KN ri 

jé TOT TB 
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Ezt behelyettesítve a bal oldal: 


—r r 
- —rh Ph ——[ ga. 
Ö (u grad v—v grad uj dA 9 a) e 
F F 


Felhasználva, hogy a felületi normális párhuzamos az r vektorral, és a telü- 
leten ir ! - Kg: 


2$ ma dAz 26 [1gd4A——8Rz 
egz Rp Í 
F I F 


A másik oldal: 
: . (1 I 1. z 
Au-div (grad 4)—dív [— "rh—rgrad —3— dív rs— , 
ri ir] ri Ir] 
tehát j 
2 
44——— . 
ve ez 


Énnek térfogati integrálja tömnmbi koordinátákra attérve: 


Ra dr o m j 


2 . f 2 
Tár] J [67 sm 0 db ág árat 
V ü 4) Ü 


IV.4-ben láttuk, hogy 
. l 
div grad e ha r-z0. 
Tr 
Másrészt VIII.1.5-ben láttuk, hogy ec függvény bármilyen origó közép- 
pontú gömbre vett integrálja 4z, tehát nem szükségszerű, hogy az 


J u Az dY-0 egyenlőség teljesüljön. 


F 
Bontsuk F-t két részre: 


Vsfr: eszlek, 
F.-fr:0£Eirsejh; 
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Fp-ben adv zérus, így integrálja ís zérus. F-ben: 


fd aavzs [/ddrzona 


Fi V: 
amely érték tetszőlegesen kicsivé tehető. Így tehát 


jJ u dvdV-0, 


F 
tehát 


J a 42—0 An dF—o—8Rox, 
[/ 
amély a másik oldallal megegyező érték. 


Megjegyzés J n dvdV meghatározásának módszeréből látható, 


F 
hogy tetszőleges F-ben folytonos u skalár-vektor függvény esetében az in- 
teprál értéke; ha v a feladatbeli skalártér : dr Ü). 


A Green-tétel alkalmazásait nem ismertetjük, csak annyit. 
említünk, hogy potenciálkeresési feladatok esetén általában 0 az 
e feladatban szereplő függvény, u az ismeretlen potenciál, amely 
bizonyos peremfeltételeket kel! teljesítsen. Ha a tér szímmetria- 
tulajdonságokkal rendelkezik, megfelelő transzformációval a 
feladatok lényegesen leegyszerűsíthetők. 
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